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le preziose Lezioni di Calcolo Infiaite*» 
simale del Sig. Ab. Marie sono state dai 
Traduttori Fiorentini migliorate ed accre- 
sciute ^ e queste a norma della terìa più 
copiosa edizione di Firenze si pubblicano 
ora per la prima volta in Pavia . 

Valendosi di esse nella sua Scuola il 
Professore di questa Università, egli ha 
stimato opportuno ) per risparmiare z suoi 
Scolari il tempo e V incomodo del trascri- 
vere, di unire alle medesime parecchi Ar- 
ticoli delle Lezioni proprie relative alla 
Sublime Analisi , ed alla sua applicazione 
alla Fisica, colle quali viene ad accre- 
scersi più del doppio il contenuto delP 

Fiorentina. 
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Fondamenti di questi due CakoU •• 






le quantità si dividono in costantj ed in v^» 
riabili: le costanti che sogliono indicarsi con ie 
prime lettere a ^ b ^ e ce. non crescono né scemano; 
le variabili che si esprimono con V ultime lettere 
^ f ^ / 9 ce. crescono o scemano coutinuamente • 
Cosi il diametro del circolo è una quantità costan* 
te ^ mentre le sue ascisse e le sue ordinate son 
quantità variabili • La porzione finita di cui una 
variabile x o y cresce o scema 9 si chiama Jiffe^ 
tenzc^ finita e si scrive hx (differenza di x^ o Sy 
(^differenza di y^; cosicché x^ix è la variabile 
accresciuta o diminuita delia sua differenza, e S è 
il segno con cui si indica il cangiamento finito di 
essa , il quale avrà -H se ella cresce ; e «— se sce. 
ma j onde 8(x*Hjy) non significa qui moitipli« 
cazione , ma la differenza ix-h^y àeì biQomio 

Generalmente 8 [ ^(x) ] ♦ J[/( «,y )} ce. si- 
gnifìcano la differenza d'una funzione 9 dì x o di 
un^ funzione / di x^ytc: ove per funzione si in- 
tende qui una quantità composta di xt di costanti 
o di AT ,^) e di ^stanti , ma tanto generale che 
rappresenta tutte le infinite quantità particolari che 
posson fornirsi con x o con x ^y tr coti delie co*^ 
istanti . ... 



'^^^^ 2. Sia la curva CMG con le coordinate AB^ 

BC,ADeDB,AFtdFGtc.;seAB^=XeB C =:y. 
'• sarà APz=2AB^BD=:x^ixt:^x\DE=:Da 
^aE=:y'^Ìy=zy',AF^=A 0'+- DF=:x^ 
Jx'sx^'^f (?=F^ + ^(?=yH-^8y'=^/ ce. ; 
dunque of—x=:ix^x" — x* :=:ix' ,8jc' — Sats 
8(jc— JC)=:8( Sjc >=S8Ar = 8' :c: del pan/ — 
;i=8;^,y^~y' = 8y,8y -.*;;= 8^y . Ora le 
quantità 8* x , 8*y ec. diconsi differenze seconde , e 
i^x^i^y sarebbero le terze ec. ; ove si osservi 
che B^x e molto diverso da ix^ , perchè 8^ Jc e 
la differenza seconda di x, mentre 8a;^ è il qua- 
drato della prima 8ji^. Ordinariamente T una delle 
due differenze prime 8jc,8y si riguarda come co- 
stante , supponendo per esempio BV =:ixz= D F 
ss Fi ec. 

3. Dair equazioni y'=3y -4- iJy ,y'^=iy' -4* 8y% 
y/F_^ii^.8yXfec.,8y=8y-H8^^,8y" = 8y-H 
8^y'» 8*y ss J^y4-8^ y ec. , si ricava faeilmcntc 
che presa 8x costante, air ascissa Jt*=sx + 8ji; cor* 
risponde l'ordinata y=:y 4- 8y, all'ascissa jc''=s 
X'+' 2Ìx corrisponde T ordinata y^'z:^y -+- 2 8y -H 
V-y , all' ascissa x^' = j^ H- %òx corrisponde T or- 
dinata y/^'sssy 4- 3 8y -+-g8^y -H S'y ce. ^ ove i 
coefficienti dei termini son quelli delie' varie poten« 
ze d* un binomio 1 dunque in generale all' ascissa 
.;v-H»8jf corrisponderà uà ordinata Y'z:zy'^nly 



n .— — 0* y H- w . . 0' y •+- ec. ; tco« 

rema di cui può farsi un buon uso per sommar le 
scric • 

4. Che se sia ora IHzsy , FG^sz'y ; D Ezsz 
*y , B f = "y ce. premettendo V accento per indi- 
care il progresso dell'ordinate alP indietro^ avrema 
Hc=i%'y ^ Gbz±%"y,Eazsii"*y cc; ; «onde y-^ 

S'y=:y/y— SV=:^y,«K--*"V="V ec. , e 
pelò yz:zVy^fy = J y ^ S'^y +''y = S y + S'V 
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i^'y -t-^V ce. = 8 ( y ^y W ce. ) , altro 
teorema importante da cui si ba che un'ordinata i 
y o in generale una funzione qualunque di y è Sem* 
pre la differenza della sonaroa dei termini che la 
precedono. Dunque i^ Io spazio Hi ^ l'arco Itb 
ec, tutte funzioni di y come vedremo, son la dif.* 
ferenza della somma degli spazj G 1 9 EF te, o de* 
gli archi G H ^ E G ec. , ovvero d'uno spazio, qua- 
lunque C/ o di un qualunque jirco CE te: 2^ 
supposta costante Sy=:S'y= S'^y ec. = 1 ^sarày =: 
J(y — i-+-:v — 2-+-y— 3-j-cc. ) 4 

5. Come il cercar la differenza d'una variabile 
dicesi differenziare^ così il risalir dalla differenza al- 
la variabile stessa chiamasi sommare o integrare i ^ 
come la differenza si indica con S , così la somma 
può indicarsi con (t; onde dx , ai^x te. vuol dir 
la somma di cui ix o S^x son la differenza. Ma 
qui si rifletta che ^x tanto è differenza di x che 
di Xziza 9 giacché, a essendo costante non ha dif - 
ferenza, cioè non cresce né scema CO* onde poi» 
che le costanti isolate spariscono differenziando , è 
forza supplirle sommando , e ciò si fa cóli* aggiun- 
gere alia somma T indeterminata C (eostante) che 
si determina poi secondo le circostatize : così ofx 
=3 X H- C , (T i»^ 5c = S jc -I- C ce. Tra poco faremo 
sentire anche meglio la necessiti t Tuso di quesc^ 
aggiunta : passiamo al calcolo delle differenze fi- 
oìte . 

6. Vogliasi la differenza finita di tf*-+-*^ac 
cy — fz^=u; avremo (1) tt + Jttss: «*-+•*« 
hix-i^cyzheiy — fz^f^l^^zu ^ onde %l ^ u 
s=:S«=dr^S3c±^Sy ^/X^ • Dunque alFoppo* 
sto <T< ^Xx-4-cSy-— /S:5 ) = ÌA:-^tfy — /:5H-C. 

7. Sia da differenziarsi a:« = « ; avremo « ^ 
l «=: e 5c±s X y =:tt\ ed tt' ~ uz=z X « == ;t:^««-' S x^ 



no. 



71— I 



n — at *» _i_ n-^\ n^z n— j^^. 



z — 1 j 



ce. Dunque ^(Hhw^c cx+n. x jjc* 

;±: ce. ) =:jc» •+- C. Sia Sjc costante e i**^«=:i } 
dunque <rJx = S5ccrir=r^, e a 1 = — :2*Iw=:2) 



dunque eCzxix'^^t x^) szittxa xJ^r-S x^ o i= x^ , 
e0 x=i ^y^— ^: 3^. ^' = 3; dunque cf(5x*Jx+. 



3 X^ X i X 



= X' , e <r J^* = 't:'"' — -* -I- ---z^ ec. ec. : onde 
se Jx:=: I , verrà a I rrsac , #xz=: — ;; — , a x^ =i 

— — —- + 2" ^ ec, ec. E nel modo stesso dalle 

seguenti differenze dei rotti ^ dei radicali , delle 
funzioni circotari ec. si otterratino le respettive 
somme che lascerenio ormai di notare , bastandoci 
di avvertire in generale che per aver le somme bi- 
sogna rifletter molto sulke differenze. 

x^ 
S. Si voglia la differenza di — - — z=zU i avre- 



mo «-i-S«= — T" — -r-r^ 21:5^1 onde rf— arsa « 



(2 « x-Ha:^) Jx-4-fa-HJ^) S a:^ ^ ( 2 a atH-a;^ ) S at 

(fl-+-Ar)^Ìz:(fl4..x)JAr («•i-JC)^drta-t-Jt) S a: 

ix^ 
—, — , ^ t cioè riducendo in serie oucsci roc« 

ti e sommando le serie* iu^sz^ •*..;..- 

9. Sia da differenziarsi v(^"+"^)=^^> avre- 
mo «•i-S«:;=:\/(ii-+-:«dbXx)="''i o^dc u'' — u 



-J-^dl*x)n=(a-h;tf) ±: ^ — 3,ec.; 



s 



dunque J « s=: — {^ + à:) -t- [a^x] 

« ( « + ^ ) 

— ce. =:±: ^ 1— 1 «e- -D^' P*" 

volendo la dififcrenza di V —^ — = « , sì tro- 
verebbe $«=:....••• • • 

riduccndo in sene i tre radicali e trattando al solito 
il rotto che ne risulta ,} ii =3 • • • 

■ Il ' ' f wv» 

IO. Sìa da diffcrcaziarsi stn x e cò$x* Suppo« 
lito x^-lx:=Zjsenx-i^ i(scnx)z=:tmtzccosx ' 
l(^cosx)=:cosZySì!iyrhtCseHX):=senZ — scnx 

ii5en-^^cos(X"\ ) e t(cosx)=icosz ^cqs X 

—* isen— senCx'^ — ) • Si troverà nel modo 
stesso S ( tang x ) = cosxcos[x^à^^ .^ • 

Anche in altro modo poison dififerenziarii 
senx t cosx. Poiché fatto lenx^szu^ avremo w-H 
iuzsz sen(^x tiz%x^z=iu\ onde m' -r ir se: t /« = 
5^w(Ariii^Ar)-~jett X : ma wi ix^zìzl x)=zscn x f 

^x^ 

cos ix:±:seitix cosXyC senlxz=:z9x^^ -^ •+• 

ixr ^ ix^ , ix\ .,^ 

ec. , coj t a: =: I — • — - H- ttT <^c. ; dtiifc 

-4.^.4 5 ^ 2.3.4 . 



• 
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I — -*- ce. 1 



JifM^ — yr-i-cc. ì =:rb ìat^oja: — . . . 

ix^senx ix^ cosx . tx^senx . -. . 

ec. Del pan vo« 



€0S 



lendo la differenza .di cos x zsr u , verrebbe i uz=Sr 

COS [X Z±Z%X) ^^ C9S X Z=S ^-^ iOS X -H CQS X . 

1 I — — ce. 1 zxzsenx { J x -— ec. J s= 

. ^ tx^cosx . ix^scnx 
ZJZòXsenX"^ — — r"± ec. 

' a. a.} 

11. Sia da differenziarsi /x=:rr, intendendo per 
/ il- logaritmo naturale di x ; avrenio u ^t' tu z=z 
IQxdzix):r^u\ onde «' — «=: 8«=:/(xH::Ìjc) 

— lxz=l{ I rt — j=::db: — — — 5 ri: — 5 —ce. 

V X J ^^ X 2X^ 33C^ 

12. Vogliasi differenziare nna quantità con espo- 
ifiente v^triàbile o V esponenziale a*^ z^ u ; avrema 

«•4-8«==fl =r«, onde tt—u=Stt=:a — 



x^ix ^ ±:ix . dtz^x 
a'' lima =a*.a eda =1 

ìx^l^a 
Xx/a-+-— ^= — db ec.| dunque S u =-— a* 

fl*(izt:Jx/aH- -^~ — dbec. ) szrrtia* Sa: /a 

H^ ±ec. 

2 

13. Con egual facilità $ì differenziano i prodot- 
ti di più variàbili x ,y ce. Ma si osservi che se 
X crCsce mentre y scema 9 converrà sostituire- ali* 
uno x^tx e all'altro y-^iy; e se scemino am- 
bedue nel tempo stesso , ad ambedue si sostituirà 
X — ix^y — tyt (1): noi. supporremo per ora 
che nel tempo stesso crescano ambedue. Voglia 
differenziarsi xyzizji ; avremo x/-+-5w=:(x-+-Sx). 

(jv4-S>')2sxy-hxJy-+-yS^'+' J^8y=;«\ on- 



7 
et u*^n^ss:%uisszxiy^ylx-^%xty. Còsi va. 

lendo la differenza di ax'^ -^ bx^y ^^cxy^ ^^my^ 
^^ex^ ^fxy -i-gy^ •+ *Ar-4- wy H- *= o , si 
troverà (3 tf Ar*H- 2 ^^y-«-cy^ H-2eA:-+-/y-(-fe)^ 

ix^dax^by^eyix^^aix^-^ibx^-i^icxy 
-^Sruy^^fx-^^gy^n, Xy-+-rc5C-f-j wy-f.^). 

^y^^miy^^(2bx^%cy'+ff)ìxiy^biyix^ 
^cSxiy^zno. Così anche J ( ^^ = ^^|^ 

'^ y — y^^yiy— y^ "~ 

(y^ixiy ^ xyi y> ) 

14. Infine vogliasi la differenza seconda, terza^ 
ec. di a:" supposta ix cosunte (2): la prima dif« 

ferenza e n x $ x ^ n. x p x^ ds 



w . — . X • x^ ce. (7) , e tutto SI ndur- 

ra a trovar le differenze di x , jc , ^ ce* 

Ora i^. t(ac''""') = (if--Ox'''"^J«j-4-(w-i) 

che si moltiph'cherà per 7iS<>^:2^S(x )c=: 
(w — a)ji^ "*^4^4'('^'^*r~^^ ""''^ X X* ec. che 

si moltiplicherà per n . ^-^^ix^ : 3®. S ( «"*" ) =5 

( » -^ 3 ) « "* i X ec. che si mpitiplleberà pei: 
«. . $x^ ce. Fatte T operazioni , la diffc^ 

renza seconda sarà w («— 1 )« |x*H-«(»— i) 
I * 223'. 



ec. , e col metodo stesso si avrà la terza , la quar- 
ta ce. Nella medesima ipotesi di I jc costante ^ si 
troverà che la diffcretiza seconda dì x y { ricordan- 
dosi che ly diviene ^y^^^y] e tix%y '^x^^ y 
H- ztxt^y . 

15. Riguardo alle differenziali delle funzioni 

9(^) i f i ^ i y ) ^c- (')» ***^ manifestamente si 
avranno se le differenze di x , di oc , ^ ec. si mol- 
tiplichino per una nuova funzione 9' di x , /' di 
X ^y ce. Cosi *[<})( a:)] = Jxcp* (A:),Sr/(3c,y) ] 
= S{5c,y)/ ( AT,^) ec. ; del pari *^[9(a:)J 
c=Sx^(p'^(x) presa ix costante ec. 

Prime 'Regoli de* due Calcoli . 

16. Una grandezza variabile iia per limite 
un^ altra grandezza L quando G o sempre crescen- 
do o sempre scemando può accostarli al valor di 
L indefinitamente o ad arbitrio , senza poter mai 
eg^uagliarlo di fatto: così se G accostandosi ad ^ 
giunga a differirne della quautità cu , sarà G z:=i Ci 
i*^ CD ^ e tanto più si avvicinerà G al valor di Si 
quanto più scemerà .co i cosicché se divepisse «^rrp , 
si avrebbe realmente GziiSi\ in tal caso Si n 
chiama il limite di G. 

Segue da ciò i^ che per avere il limite i nnot 
grandezza bisogna fare zero la differenza tra essa e la 
grandezza a cui sempre si accosta : s^ che accostaa- 
dosi ù alle grandezze L , A fino a differirne delle 
quantità /> X , si avrà G ;=r £ — /, e G= A ~X, 
onde '£ — /=: A —* X ; e fatto lz=s o , X sac o , sa- 
ranno Z. , A due limiti di G^ e verrà L =: A, cio^ 
i limiti £ una stessa grandezza G sono eguali : 3®. che 
ise Je grandezze G ^T conservando tra loro la stessi 
sa invariabii ragione m :n ^ si accostino ad L , A 
^np a differirne delle quantità 7 9 X « si avrà G ^^ 
/. — / , r =s A— X , ed L — 2/ ' ^ — X : : w : w ; 
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G : r , clóc se G jT si accostino froporzìonalmcnte 

ai limiti L , A , le grandezze e i limiti staranno tra 
loro heUa stessa ragione: 4®. che una gr aridezza G cok- 
timiamente accostandosi al limite L , può riguardare 
( se basti una certa approssimazione ) come eguale ad 
L quando è giunta allo stato che immediAtamente 
precede /* eguaglianza perfetta ne è oleiche un poco pik 
remoto. Quest'ultima conseguenza che talvolta ha 
luogo nelle stesse Scienze Matematiche, come nella 
somma delle serie convergenti , ne ha poi mokissi- 
roo in tutte le Scienze Fisiche . 

17. Ora il Calcolo differenziale è il metodo di 
trovare ì limicr della relazione tra le differenze del- 
le quantità variabili : il metodo inverso che consi- 
ste nel risalire da questi limiti alla relazione stessa 
delle quantità , si chiama Calcolo integrale. Alcuni 
esempj renderaano chiare queste nozioni . 

18. Vogliasi b trangcnte Af T al punto M 2. 
della curva concava A M m ^ o che e lo stesso , 
debba determinarsene la suttangentc P T. Condotta 
uo' altra ordinata m p e per m ^ M la corda m M S 
sino alf incontro della linea pS dell'ascisse, e di 
più Mr parallela ad Ap ^ sìa AF =zx^ PM=ny^ 
JPp zzzMrssix t ed mrTs:$y. Ora attesi i trian- 
goli simili MP S ^ mirM^Si avrà -p^ = —r^ = 

Y^ : ma py > jy; dunque pf > j- • Per altro 

quanto piti m si accosta ad Af » cioè quanto più 

scemeranno ly't %x^ tanto più S si accosterà a T, 

é tanto meno differiranno tra loro le due relazioni 

. .MP Sy , , . MP , ., 

o ragioni jjt » ^ i dunque la ragione :^ e il 

limite dcir altra ^ (^6);. -dpnquc per determinar 

la prima , basta trov^i'e uba nuova espressione del 
limite . della seconda . Sia per esempio • A M m 

B 



' un circolo, la cui equazione è >* = 2ax— a;^; 
presa la differenza (7) , si avrà zy^y^iy^ 

* :zz2atx-^%xix'-^ix^ , cioè fZ '^ - • • 

— -r , ove quanto più scemano p at , o y ^ 

^y •T^ ày 

tanto più la ragione ^ si accosta a quella di 
c= ■ ; dunque fatto, à x zzzo , J y 

= C?) » sarà ^"" ^ il lìmite di ^— : ma lo era 
. j' •x 

2. anche ^-jT i dunque (7) -py =: — — =^ FT'^ 

però PTx=2-^ — , come già si sapeva • Dal che 

si vede con qual prontezza e generalità il calco» 
Io differenziale risolve il problema delle tangen- 
ti da cui dipendono quasi lutte le proprietà delle 
curve . 

19. Per convincersi poi che %y y^x anche 
divenendo zerp , serban tra loro una ragione , sia 
Sj;==:a^ — •A:^,Sjc=:a-— Jf , e si supponga A? = «: 
in tal caso si avrà Jyr;:?o e $^=;5P; eppure 

intanto -r-^ ss '- — 5=5 a -+- :v ss 2 a . Similmente 

3^ se nel triangolo VBE sia Pi?.=s:fl, 5 fnr/' , e 
sull'ascissa i? / ss jc si conduca l'ordinata IGz=ry 
parallela a -ffj?, si avrà P JB (a) : B E (b ): : P £ 
(«-:>:): /C(j/), onde ayzzzab -r^bxi e prese le 
differenze , osservando che Tuna delle coordinate 
scema mentre V altra crpsce , sarà l|i n S j; s;; ;4i: ^ J a:, 

ovvero aly=zhtx,^r: ptxò ^-^ ^ ^ =z ^^ , 

cioè le differenze iy^ix anche annullandosi, come 
avviene in (J / , conservan tra loro la ragion co- 
stante b : a delle quantità primitive y , a — a;, a cui 
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jappartcngono . Tale è l'idea che bisogna farsi del 
calcelo differenziale . 

20. Quanto all'integrale, egli è l'opposto del 
differenziale (17) ed ogni integrazione esige Tag. 
giunta d' una costante (5) . Per dare anche di que- 
sto un esempio, sia OD una linea retta o curva 3. 
con due coordinate, HCzszx ^ CDmzy in angolo 
retto , e presa C e =: S x , si conduca T ordinata 
{:d:==,cr^rd:=zy + iy§ è chiaro (4) che lo 
spazio Cd sarà la differenza di qualunque spazio 
corrispondente HD, l'arco Dd dì qualunque arco 
corrispondente D , la superficie descritta da Dd 
della descritta da OD nella rivoluzion delia figura 
sull'asse HC, il solido generato da Cd del solido 
generato da ifZ) ec. ; cosicché sommate secondo 

il bisogno queste differenze, il calcolo integrale de- 
terminerà la quadratura degli spazj , la lunghezza 
delle linee, la dimensione delle superficie curve, 
la cubatura dei solidi ec. 

21. Supposta dunque per ora OD una retta , 
sia P H =z a e la "normale H 0:=zbi avremo per. 

ciò a:b : ; a •+• ^ : y = , onde diffcrcn 

ziando , Sy = — ^, e lo spazio differenziale C^= 

CY'^Drdz=ilxy^yJ^- '^^^ 's::^(a%x^x%x+ 

-— ì,- quindi per aver la quadratura d'uno spazio 
corrispondente H Do P CD^ bisogna integrar qucst' 
ultima equazione : ma a S xzzza x e a(xix-+^ ~j 

= — (7)9 dunque l'integrale completo con Tag- 

b / x^\ 

giunta della costante sarà cf(Ci/)=:-*-r aX'+' — 1 

C. Ora còme l'area dèi trapez'o H D h diver* 
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$a da quella del triangolò PCD^ così la costante 
C avrà nei due casi un diverso valore : infatti il 
trapezio è nullo quando Y ascissa è ridotta al pun^ 
to H 9 cioè quando x zzi o ^ ma il triangolo è 
nullo quando l'ascissa è ridotta al punto P « cioè 
quando x^a:s:zo ovvero :«=: — a^ dunque sup- 
posti nulli i due spazj e sostituito neir integrale il 
doppio valore di x, verrà i^. o •+- C = o 5 e però 

C=o; s . -( — — a' )4-C=;o, e pero C=±i — ; 

ondca{Cd]zz H DT=z-(ax^^—ì=:[b'^y)-^ co- 

ti / 
noe ben si sapeva e a ( Ci)=:PCZ>=i--^ (djv-f* 

-—1-+- — =s(aH-Ar)-^, conie puf si sapeva* 

Tale è Tidea che bisogna farsi del calcolo integrale. 
22. Ciò supposto , si è convenuto di espri- 

mere con y^ il limite della relazione o ragione 
aX 

^ tra ?e dififerenze prrrae delle variabili y ^x % 

con ^o^ 1 hmiti delle ragiom ^^-r , ^ 
tra le ior diflFerenze secómfe et; 1 e r termini dy ^ 
da: del Wraite jt. ^' sòn chiamati dijfcrenziiali del 
priin ardine ^ i termini d^y^d^x^dx^ dei limiti 

d^ U d X iry ■e 

2^ 9 "y^ ^ differenzictti del seconda ùrdiìfe ec. j onde 

differenziar le quantità significa ora cercare il limi- 
te dclfa ragione tra le lor differenze , e dicesf 
quantità ed equazione differenziale quella che nasce . 
dalla differenziazione . AH' incontra if carattere ù 

segno / po5to avanti ad una differeciziak » indi- 
ca somma o integrazione . Del resto molti Gcomc- 



tri a cui piace di abbracciare sotto il comuo no- 
me di Calcolo lììfinitesimetle i due Calcoli di cui 
tratliamo, Concejììscono una variabile aumentata ó 
diminuita d' una quantità inHnitamente piccola dy 
ó dXf t chiamano dy ^ dx infinUamente pìccoli 
o infinUesimi del prim ordine , d^y , d^x ydx^ in* 
finitesimi del secondo ce. , riguardando intanto l' ia- 
tegrazione come il ritorno dagli infinitesimi ai fi» 
ni ci . Altri danno a dy y d^y ^ d^y co. il nome 
<!i flusssiùHÌ del primo « fecondo , terzo ce, ordine , e 
chiamano fiueìtti le quantità che si ritrovano col 
calcolo integrale . Queste idee ed espressioni ^ bea*. 
che poco esatte, sono assai comuni, e noi non la* 
scieremo di farne uso dopo aver derivate dai fon- 
damenti già stabiliti le prime regole dei due caL 
coli , nelle quali supporremo tutte le variabili crór 
scenti , giacche in caso diverso si sa come bisogna 
condursi ( 13 ) . 

23. Abbiam veduto (id) che il limite d^ una 
iragione si ottiene col fare terò ia difiRccenia tra 
essa e quella a cui sempre si accosta . Dunque I^ 
per difFcrcn:2tiar ^^ Hh « «J = ^ , si avrà %ut3zìx^x 

IN 

(6) , onde — =«, ove non essendo difTerenza al- 
cuna, sarà a il limite, dis^, e però anthe -j— r=t d , 

. Ò X m X 

e //w ==:«^^. Quindi per dififcrenziarc a^-f-Aac 
cy^fz:^u, sarà (6) j— =*^ ^-^ — j^ 



naa-^" divenendo -jT- ^ anche s^Cw-t; d^bboiv di- 

^ X H X . ò X ' ^ X 

d 1/ d M j du , , Qdn fd% 

venire -7^* , T~r ; dunque ,— *, =s:^ -4* -j^ ~ -5 — , 
dx ^dX^ ^ dx -^^ dx dx * 

e però duzsèb dx '^cdy ^.^^fdZi^ ciqé le variabili 

al primo grado si differenziano còme nel calcalo dette 

differenze finite , sostituendo ad esse le {(^r^^difftren^^^ 

e scancellando le costanti se, vi sono . -. 

* « • ■ 
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114* Dunque 11^ per differenziare x^ z=:: u ^ 

avremo prima «uzzznx àx^n. "~r^^ *^' 
ce, (7), onde y^cswx -+.»•— ^x «^jccc., 
e poi fatta S a; =2: o , verrà j^ = wx e Jw 

z=znx^^^ dx^ cioè j/ diferenzìa ma variabile a qua^ 

luuque grado diminuendone l'esponente d* un unità e 
moltiplicandola per il prodotto dell' esponente primitivo 
nella sua di fer enfiale : qo%\ dix^)^=^txdx ,d[x^]=: 
^x^ dx ec. 

«5. Da ciò si raccoglie che //[V(^ + ^)3==^ 

i(aH-jc)*=:^-^^-^, come può dedursì an- 
che dalla dottrina dei limiti (9); /^C V(^y+JV*)]== 



J(avH-yM^=:Mf^^^^» e in generale 
dl^Cax+x^n^- ^'^'''^ '''' — . cioè 5i rf;/. 

ferenzìa un radicale del grado m dividendo la diffe- 
renziak' della quantità sotto il segno per il prodotto 
Àelt espmente m nella radice m di questa quantità al- 
zeta alla potenza m — i . * , 

a6.. Diinciuc III^. per differenziare xyz=zti, si 
avrà pntmiìi=zx$y'+'yÌX'i-iyix (ij), onde 



^" ^^p,^y^^y^ e poi fatto iy^o, verrà 



Sx ix 

Y^=z~^^y , è duz=zxdy-^ydx^ cioè si 

ax dx 

differenzia un prodotto di variabili sommando i prodot* 
ti della differenziale di ciascuna variabile per tutte 
t altre :\ così* //r^(f>co)=:(pfw/i:5-H:^w^ 94-^9 ^^ 5 
i (jx^y) =: 3 yx^ dx -^x^ dy ^ ce. 



27. Dal che segue che volendo differenziare 
- r=:M , si^avrà xz=zuy ^dx'=: ^^—^^ydu e du:s 

dx xdy ydx^ xdy ^ ^ 

— — '-^:=z -2 (13) Cloe Si dtfferenzia un 

j' ^ ^ 

rotto prendendo il prodotto del denominatore per la 

dtfferenziale del numeratore , sottraendone quello del 

numeratore per la differenziale del denominatane e 

dividendo il resto per il quadrato del denominatore: 

così df^^ — ^U' ^^-^ì — ^"'^-^ 
COSI /<^yj^~^, rf^^^^j— . ^^^^y . 

^\y-ir)^7r^^r^^:^^ come risulta aa. 
cor^i dalla consueta dottrina dei limiti (8 » 9) ec. 

28. Dunque IV^ per differenziar sen x^zu^ 

a X seti X 
51 avrà prima (lO; Swm J^vcoxjc— ec,^ 



Si/ S 



xstnx 



onde j— = cof X — ce. , e poi fatto S xzszo , 

verrà -j— zz: cos x e du zsi d( senx ) :s=z dx cos x p 

cioè si dijferenzia il seno cP un arco moltiplicando 
la differenziale delt arco nel suo coseno . Del pari 
d[cosx )zzz''^dxsenx( io ) , cioè si differenzia il 
coseno £un arco moltiplicando la differenziale negativa 
de IC arco per il suo seno. Così d(^sen^x)^s^msen^^ 
X d X cos X ; d{ sen m x):=z:m d X cos m X ; d {cos m X ) s=s 
^^mdx sen mx;d(^ sen xcosx y ^zzdx cos^ X'-^dx 

sen^xz;:;zdxcoszxi dt V ' )=si(^ai-- ) = 

*^ bdx cos X , . . , , ^ 

== .. :, V ^ ; d [ X sen X ) =;; d X sen X ^ 

xdx cos x^tc.i e si osservi che se ji raggio non 
fosse I ma a , avrebbe sempre luogo^la regola da- 
ta altrove . 



/ ' 
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29. Dal che Si ha 1^ d(tnngx)szd '^^ 

= (25)- a — .:s=: — 5 — i i. a (eot X) z:^ 

tan^ X cos X . tang^ x sen- x ^ ^ 

V t «X x/ cosx ^ ^ -' V itf« xy 

• — ; 5^ d(senv.^z^d(i^'—cosx)zzzdxscnx: 

se fi X 

6^ ii ( ^Of V. X ) s== </ ( I -— je;i a: )= — àx c(ì$ x. 

30. Onde se :!i; è un arco qualunque , sarà la 

«ir -1 ^ rf ( Jf n X ) — </ ( CO I ^ ) 

sua qinercntule ax=p -^ — =: — csi 

cos x^ sen x 

2 1/ X d(tangx) ditangx) 

, , , . '^ d icotx) -^ d{cotx ) 

ec. ; ciò risulta dai varj valori che possono aversi 
per dx. (28, 29) 

31. Dunque V^ per differenziare /jcrrw, si 

i x J V^ S IZ 

avrà prima (n) Ja=: -^ ^IP *^- » °"'** s7 = 
j— jj-^ec, e poi fatto jAr=o» vwa ^ =^ 
r- . • «^«as=4(/Jf)= — , cioè a differenzia il la- 

X ' ^ X 

garHmo Jt ma variabile dividendo per essa la sua dif^ 
ferenziali^ e fi noti cbc per un sistcnoa del .modula 

m , si avrebbe d( lx)s;^ ^ ■ , ma noi parleremo 

dei soli logaritmi naturali il cui modulo è i : cosi 

diix^)^d(nixya^^i dCl^y)^ . -^ • 

A» 
vdx-hx-du ,/,Ar\ i/dx-^xd!/ ,r,, 2 2v i 
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AT ( 1 -h y^ ) *' '^ ^'^''^ ' ^^ ~ (26)—^ lxsenlx = -^- 

senlx ce. Del pari volendo differenziar potenze di 

d X 
logaritnai, si troverebbe </(/" Af)=(i4)i»/""';c — ; 

dxh'^ xQn-i^m Ix) . In fine la differenziale d' un 

logaritmo di logaricnóo come Ilxzrztt , si avrà col 

mezzo ' d' una sostituzione $ poiché fatto Ixnzt ^ 

s , , . ,, dt. d ( l V ) 
sarà llx ^=ilt:^^u^ onde dxt=z — zzi — -, ^ = 

V l X 

d X ' 

/' « ce» 
X ' 

Dall'equazione J(/x)=: — si ha dxzrz 

xd(^tx)y cioè si differenzia una quatttità qualunque 
X prendendo il prodotto di essa nella differenziale del 
nio logaritmo ^W che offre un nuovo metodo di dif- 
ferenziare o di verificar la differenziazione già fatta: 
non vi ci fermeremo . 

32. Dunque Vl^. per differenziare a^ =/f , si 

avfà prima (la) *«c=:a* dAr/a-l- ;;; ec , 

ondp Y" =ra*/a-H — ec, , e poi fatto ^x:zlo^ 



ÒX * 2 

du_ 

d X 



verrà j — ==: a* /« e dtizza^ dxla : così ^ ( ^*^) 5:= x!f 



d {y l x)is:[26)x^ f dylx^ ^~ J $ onde se sia 

i=:/2,7i8i8i8 ::5:/f , cioè «e si chiami e il nu- 
mero il cui logaritmo naturale è i, sarà ^(«>^)r= 
é^ dx le zzz e^ dx; di e-^^ ) ±=5 — me-^'^^-dx ; e 
d(t^^):zzdx. Del pari la differenziale degli' esp9ì^ 

C 
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z 

nenziali di seconJt ordine , come x^ ^su^ si avrà col 
mezzo d'una sostituzione ; poiché fatto y^ z=it sarà 

x^ z=zx^:=s:a^ onde x d(^tlx)r=z x d(^y^ Ix^z:^ 

sarà ^(r jsse e^dz^ perchè in tal caso x ^y 
sono cojBtanti . 

3}, Dunque VII^ la differenziale delle funzioni 

4>(^)*/C^»>)» P^^y^^^) ce. sarà dx<^\x ) , 
d{x,y)f*[x,y), {ady-\^2xdx) T^ay^x^), 

ec,'(is)' 

34. Dunque VIII^ per differenziare la secon* 

da volta jc^ =: « , o per trovarne ^ presa d x co- 
stante , la differenziale seconda , si avrà primiera* 

mente (14) |*« = »(if — • i)je"~ Sx^-^w ( » — 

i)(« — 2)a: %x^ ce- onde ^— j=w(«— i)* 

•f*w(»— i) (w— 2)« S^ec. , e ppi fatto Xatsto, 

verrà j^r=«(« — i)x e ^*k=:w(»— 1)^ 

^jc^: così ^i^(x*) = iÌ5c*;^a(jc^ ) = 6a://a:^ 
ec. Ma se dx non sia costante, siccome d' x^)z=z 
%xdx (24), avremo d^{x^^zszd(2X dx ") ^=,(26) 
2dx^^zxd^x\ in generale, poiché d{x^)=: 

nx^'^^dxt sarà d^(x^,)=:d(nx^^^dx):=::n(n^ 

i)x dx^Umftx^^ d^ X • Similmente essendo 

d{xy)r=zxdy'{^ydx ^ sarà /i^(Ar>)=:A:<i^y 4- 
zdxdy^yd^Xy e presa iÌat costante, d^ixy):::^ 

\ ■ 



co>^ 
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xà^yJ^tàxày \ così nelja stessa ipotesi di àx 
tante, si troverà d (-jy ^ :==z d x ^""-j^ ; 

ma se sia costante piuttosto dy , si avrà d 0^^ ") 
sr: J^H-^— 2»; ^ ^^ '^""^ ^^^ costante , verrà 

^Kdy) — '^''^ dy ^ dy^ ' 

E presa pur costante ^;c, sarà ^*[<j>(:c)]=: 
dx^(f>^tx) ec. 

Il metodo stesso farà trovar le differenziali ter* 
ze , quarte ec. 

35. Da quanto si e detto fin qui, facilmente 
si comprenderanno le prime regole del calcolo in* 

tcgrale : così fa d x zs: a x ^ C (^is) ì fn Jt""*' d x 

=:a:"-+-C(24), e quindi j x dx=s:— -+• C ^ 

x^dx:=, H-C, 

/ii-4-f 

cioè 5i integra una differenziate monomia accrescendo 
d uri unità V esponente della variahile , e dividendola 
per la sua differeftziale moltiplicata nelt esponente accre- 

scinto : COSI JjJ^i^J^^ =y ~~5 = • • • 



-^-Y^-=:V(«-4-*) + C(i5)cc. 

36. Nel caso però di 111 = -— ila regola noa 
ha luogo , poiché allora — -— := — : per altro es- 

scudo w=: — I , si avrà x'^dxzzzxr^dxzzz—'^ e 

/dx 
— =r/A?4-C(ji). 
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37- Talora si integra più facilmente per raez^ 
20 d^unà sostituzione .' cosi volendo a f x x 

dx(^b^x»)'^, fatto i-h5c«=r::5 e però nx "^ dx 

zszdz ed X ìjxsb — - verrà «/ -=r--2^ 

n J n n(/n-fij 

ss-J — ILL—- .1 <4*Cec Bisogna pero preparar , 

se occorra , tali sostituzioni: così d x si \^a^ x^ ^^x^) 

e ( 3ajff^ -+-4^:* )<iJcV(fl^-f-"^^ ) si ridurranno 
prima a xdx K^ia^ Ji^^x^ ) e a (aa3c^-l-43c^ ) 
^x v/(fl3c^ -+-X*) , e poi fatto v^{a^ -+-^*) c=::5 
e \l\ax^ *-\^x^ ^zslz^ si integrerà facilmente. 

Se mi=^ -— 1 9 si avrà nel prindio eseinpio di 

sopra /?/-; r— sa; . .X k i-+*C^ . 

3.8. In -geqèralc t x'^ dx(a^bx'^) può aver- 
si in due* casi: I^ se w=rw— i; poiché fatto :i=a-H 
l^x"" , sarà dz'=zmbx dxznmh^dx , onde j x^ 

d.ia^h^Y ^r^^^^y^ (3,): n» se 

r sia numero intero e positivo i poiché sviluppane 
do la differenziale e rotegrandóne ciascun termine 

separatamente, si Ml\pf y^ dX'¥r a t? x ax 

•+- r* a b^ X ^axcc.):=±C'i^*m.^.. 

z 



ce. , espressione finita nel no?»tro ca«o . 

Se r espressione sviluppata abbia dei termini 

della forma — , si integrerà coi logaritmi come 



X 

sopra • 



ai 

ìg. In due altri casi è integrabile la formula 

^^dxQa+'l^x'^y* Sia =:x, e fatto a^bx"^ 



m 



s=zz onde mbx'^''^ dxz::idz ed Xz^^ —r- ^ si avrà 

6' b^x 



m bf ^ 

Z^'dziz^a)'^^ 'X . • f.f /7+ I 
^ < — » quaclita integrabile se 5 = 

sia nuoiero intero e positivo (sS): così x^dx(a^ 



-^ n-f-i 



a:*) ove 7/ =:s t « n^ ss 2 ed • zs: 2 , . e intc- 



Cx^ dxia^^x^y 



• • • 



I— ^''+ '"'' J AT ( i H- a Jp""" y , differenziale integrabile 

se -=- — — Cs=:jj e numero intero e posiuvo 

(39), nel qual caso l'operazione di sopra lo riduce a 

— y— 1 — : COSI X-* d xfa^x^) ove nz=z—2 , 

*=!, w==3,>*=i— -ed — -i— =±2, può intc- 

) —/Il 

grarsi ; poiché /x* +*^/i x(^-^a x'^^y = fdrfdx ( H- 



-')-^=y^^--i=/( 



ai 



FIO. 1-^1 il 



fl* 2a 



dxl^x 



41. Infine e manifesto che j d x cos x 
senx-+Cff dx sen xsn— .cojxH»C(28), / — 2" 
tang :«.•+. ^Sj;^ == — co/ Ar-h C (29) , ce. 

42. E' chiaro egoalmente che / 

n-i-i V Ar/j(f J xlxlLx ^ 

(31) ce. i come pure / a^dxla ss a'' ^ C , . . ^ 
rx^(jlylx^yJj£)z=:x^^Ciii) ec. ; e pari- 

mente Jdx 9' [x) = 9 (x) ,y5(x ,^)/(« t j)^) =/(*'»>) 

c^* (?s)* "T^^à poco daremo altre regole del calcolo 
intégrale • 



mBPOssssssBssasssBssssam 



Applicazioni del CmIcoIo DifferenzinU alla Teorìa 

deUe Curve 



43. Dei problemi da sciogliersi sopra una cur- 
va, il più semplice è di condurre una tangente a 
un punto della medesima. Ora abbiamo gik tro- 
4. vato che se sia AP^six ^ P M=^y ^ la ragione 

jj y k il limite di ^ (18) ; dunque fTf — J^ 
(2«) , e la" suttangente P r=: ^^— ; X elemento 



della oxTVt AMm o Tarco infinitesimo Mm:^ 



tangente M T =zViPM^^P T^ )=z^ fy^ ^ 
-^ ^7 = ^— = ^ ; la sunnorraale P AT ss 
^^^y^2; la normale ilf ATzs VC PiW* 4*; 

P 2tf* ) = -^ — ss » ; e se per i4 si conduca jì Q 
parallela a ilf?, si avrà -^ : ^!^ — .:c( =5" 

^ r ) : : jv : ^ = V — ^-^ . Con ciò si trovano 

dx 

ì valori di queste varie linee in ciascuna curva : 
poiché sostituito nelle formule il valor di dx ^ 
d y ricavato dall* equazioni delle curve , si dcter* 
mineranno quelle linee, purché per avere gli asinJ 
* ioti si faccia di più x infinita . Diamo alcuni 
csempj . 

L' equazione al circolo e ^* s=r a^ — x^ ; dun» 

que ydyzzz^-^xdx. e ^.— ss— ^ =:—...• 
^ dy X 

'— . ^ = ? r ( il segno — indica che la sutJ 

tangente dev* esser presa nel senso stesso dell' ascis« 
sa , perchè nella costruzioa della formula si è presa 
in senso contrario 4 e dair equazione y^ssi^x— x* 
si è avuto un risultato positivo (18) ) : la sunnor- 

malc ^,-^ =: — X ; la normale \/(y^«+-- , K ^ 
dx d x^ 

!S3 V(x* -H>^)c=:a=: al raggio , come dev* cs- 



sere; T arco MfH zn^^dx^^dy^)^::: —-^ 
ady 
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Nella parabola , y* ssjf^x ; dunque ^Ji ss- 

p ydx 

2 dy 

Ncir ellisse f y* ;= ^<^ ( a* *— A?* ) i dunque 

■ * - ■ • 

X 

Neir ipcrbola ,y^=— , (2aAr-+-Arx)x dun* 

dx (1* ^ dy a-^x 

Si ha anco^ia ^T z^ i espressione =: a 

quando x è infinitai ; come ^jQ^z^sy— • —^^ == 



y — -T- C <* •+* *f ) =; — ^ = V ( — -— ) • Si n« 

a^ y ^ ay \2a -f-v / 



duce a 3t: è . Questi valori di ^ T e di A{1 dan* 
no la posizione degli a'^intoti • 

44. Sia y^^ssLO^oT^^ \ %\, avrà nlx^Cvi -^ 

n)la = mly, onde (31) 4!1Ì5 s;= ^ , e la suu 
tangente ZJL -=5 ^. Tutte le curve rappresen- 

dy n i )r 

tate dall'equazion generale y"'=:x^xa'"'^ si chia«r 

ijoan parabole quando wi , » son positive: se mz=zi^ 

Kaci.si ha y^ =::;;a^ , equazione alla parabola 

ordinarla detta Apolloniana , da Apollonio antico 

Geometra ,• se »f =: } « ;t = t , si ha y^ = a^ « , 

^ la jciirva che ne risulta è la prima parabola ctibicci 

a cagion di i;=:i, se w=;?: 3,^ = 2, la curva eia 

seconda parabola addica, la cqi equazione è y^ =3 
2. 



/ 
« 



^5 pjQ 

4^. Se n e negativa , le parabole divengono * * 
iperbole, la cui equazione, è y"^ ::=: x" "* a"^" :==: 

^«-^— , cioè x^y"" =:a'"'*'"i onde la suttangentc di 

•V 

queste curve è in generale — , cioè dee 

prèndersi nel senso stesso delle x. Se mzrzn 
= j , si ha riperbola ordinaria la cui suttangea* 
f e =: — a: • 

Nella logaritmica, xz=zAlo^y e dxz:::^ -; 

y 

onde •?!—-. = 4 , e però la suttangente è sempre 

eguale al modulo . 

46. Siano due curve BIOC , B MA tali che >^ 
prolungando T ordinate P della prima fino alla 
seconda, la linea MO sia una funzione qualunque 
deir arco B 1 , e debba condursi per M la tan- 
gente MT. Immagino T ordinata inp infìnitamence 
vicina ad M P , ed Mr parallela alla tangente 
TO: htto BI 0=zz^MO::=:u, sarà (22) wr=: 

du jrMzsBzOorasdì^ e du:dz::u: OTxiz—^ ^ 

4u 

con che si determina il puqto T • 

Sia per esempio u =r -i , sarà dusis —-^ • 

a a 

ed OTss-~^zszxzBIO. Se BlOC e un 

du 

^rco di circolo , AMB h un^ cicloide | e questa 
costruzione ìè nota , 

Nella quadratrice , prese T ^scisse dal centro si ^ 

ba y r=? *-* co/ — ; dunaue ricordandosi che il 

a a ^ 

raggip qui a , avremo dy = — - cot ^~ •-^ , . . 

D 



^^^* i£^ Cd Ì^=: ÌL cot If?-. -£^ . Ma 
ex dx a a ex 

sen^ — sen^ "^ 

a a 

condotta un'ordinata infinitamente vicina ad MP^ 

6. si trova •«— ^-^ = T ( presa ^^ dy perchè y 

diminuisce mentre x cresce ) ; dunque T ^sz 

HL ^ ii co/ i?, e Cr=:0r-4-ytr^ 



^V^M> 



• • • 



a 

ex 
ca: 

;^;i^ — ' 
a 



S^ C M^ perchè C B («) : sen BE fsen —^ : : 



CM:MO(x); ma quando CM e nel punto D» 
si ha Cilf = Cr=^CJO=: fL. ; dunque C T =z 

-— -- ; onde presa C T tcr^a proporzionale dopo 

la base CD e la retta CM^ si avrà il punto T del- 
la tangente cercata^ 

47. Con un raggio CA sia descritto un cir- 
colo 9 e sia una curva C.K M tale che condotto il 
i'3g^S<<> CMN , la linea CA/ sia una funzione dell* 
arco ADBNi condurre una tangente M T s^ì dato 
punto M. Immagino due raggi infinitamente vicini 
CMNf Cmn^ e il piccolo arco Mr descritto dal 
centro C col raggio CM ^ e conduco C T perpen- 
dicolare a CM. Sia ora C Mz=:iy ^ ADB Nz;sx ^ 
CA:==^a^ e si avrà a : y : ; Nnl 4x ) : M r z:z 

^, e r«i(iy):il^::>: Cr = ?lÌ5. Sia 
per esempio y=5 .^ , la curva CKM sarà la spi. 



dx n *^* 



rale d' Archimede , e si avrà - ^ = - , C T. 



MQO. 



y^Tt ^ axy _^^ xy ^ 

Sia la spirale iperbolica ^ in cui xyz=zab\ si 8^ 
avrà xdy^y dxzzio ^ydx:^ ^^^xdy ,07*=; — 
xydy ^^_ xy . 

adi/ "~" a **"" 

48. Nella spirale logaritmica , ove l' angolo 9* 

CMT t costante, immagino i raggi infinitamente 

vicini C M y Cnt t descritto dal centro C con un 

raggio CN Viti circolo^ faccio CMttzz y CN=:a^ 

e segnato sulla circonferenza dai circolo un punto 

fìsso A , suppongo l'ascissa AKz=Zf'x^ il che mi 

zd X 
dà a : dx : : ZI Mf zzs . . Sia / r= tang Mmr y 

% ^ senMmr Mr zdx , dx 

e sarà / r= -, s= - — s= —-- onde — 2= 

cosMmr mr adz at 

^=:i//(/:5)(3i)> dqnque /;5== ^-i-C. Ora 

quest' equazione fa vedere 1^ che la spirale fa un* 
ìnfioità di rivoluzióni intorno al suo centro tan- 
to per accostarsene quanto per allontanarsene ; poi« 
che in luogo di x può sostituirsi successivamente 
x-h;r^,x'-+-2^,Ar-+-3n'ec. — ir-hJif, — 2;r-+-x, 
ce. essendo n la circonferenza AN B : a®, che fa- 
cendo C = IC, sì avrà / 4 = — :=^le[32) 

• * C at at 

X X 

s at at 

ovvero ^r = « t z=z C e ; dunque nel pun- 
to A ove jt?=so, si haC/>=:^=isC: 3^ che 
l'ascisse A H crescendo in progressione aiitmetica 
X ^ 2x ^ ^x ce. , r ordinate formano la progressione 

X 2X ^x 

at ^ at at 

geometrica ^ C e ^ Ce , C' e ce. : 4*^ che se 



Fia ** 



IO, 



tz=zcc ^ si ha ^ ss: e, proprietà del circolo che 
taglia ad angoli retti tutti i suoi raggi ^ corad 
si sa • 

Questi esenopj bastano per condur le tangenti 
^a ogni sorta di curve o meccaniche o geometri, 
che. Vedete l' Analisi degli infinitesimi di De l'Ho, 
pital . 



DflP Evolute é 



49* Ia>magir>o on filor jìBC applicato sopraf 
una curva B C, la cui origine è in B ove ABh 
tangente : se si sviluppa qiresto filo tenendolo sem- 
pre egualmente teso, la sua estremità A descrive- 
rà una curva A M che avrà le seguenti proprietà : 
i^ la tangente MC defla curva BC sarà sempre 
perpendicolare alla curva A M : 2^. M C sarà egu^ 
le ad ^B'-Hf arco J5fC: 3^ Tai^co irìfinitesìmo 
Mm potrà riguardarsi come an arco ài circolo de- 
scritta- dal centro C col raggia CM; 4Z onde nel 
punto C si riuniranno le due normali infinitamente 
vicine M N y mn . Ora la curva B C dicesi 1* Evo^ 
luta della curva A M ^ td Ai C è il Raggio Osculata* 
re ^ o RoLggio di Curvatura^ che sì tratta di deter* 
minare , supposta nota la curva A M . 

50. Sietio MP , ìHp due perpebdìcotarì alf 
tisst AQ^ infinitamente vicine, e CO , Mr paralle- 
le allo stesso asse : fatta M zsz u , A P z=z x ^ 
JPM z:zy , Mm zs:\/ {dx^ -^dy^ ) ^ ds e ... . 
dxddx -f- dyddy ns dsdds , sarà dx : ds : : u 

MC=: tiL: ma mentre AP ^ PM , MO varia- 
d X 

rio, MC non varia .(49)^ dunque differenziando 

equazione M C -zzz —; — , verrà 

d X 



(udÀs^ds Ìu)dòC^udsddod' * . , , , "^* 

-^ , , ■ = 0, Cioè [udds-^. io. 

dsdu^ dxzszxidsddx y e poiché duzzzmr z=zdy^ 

^ \ ds dx d y j ,^ ^ 

SI troverà u =: ^ — ^^-^ tlZ — _- onde Jtf C = . . • 

dsddx — dx'd ds 
d s^ dy ds^ dy 

ds ddx-^dxdds ds^d d x^d xid x d d x-^d yd dy) ** 

ds^ _ ds^ o. 

- . oljpporigo 



dyddx^dxddy ,/ dy\ 

-^ dx^ di 7^ ) 
\ dx J 

per fcortipfendJo che Una di queste difFcreojijaH sia 

costante, per esempio ds ^ tà ho 3/C = -— -^ 2=r 

d dx 

dy s/( dx^'-^ dy^ ) e . . . j • l 

.1^ -^ d_^ . Supposta costante 4jv , si ha 

C» U v'V 

M Lz=± - — p — ±=: S^ , ' -^ — t- i Ma supposta , 

d ydd X dyddx ' * 

come si fa d'ordinario, costarìte dòc^ allora MCt=^ 



ds^ (dx^-^dy^)^ 



, . , , cioè dividendo tut« 

'^ d X dd y -^dxddy 

to per i*' , Af C = ( IH- ^^4)' = —^ ' 

51. Siccome le curvature dei circoli sónb in 
ragione inversa dei loro raggi , cosi in due punti 
diversi d' una curva le curvature sono itt ragiona 
inversa dei raggi dell' evoluta; onde per sapere in 
quil punto sia la massima curvatura , si cerca il 
minimo raggio dell' evóilica . Inoltre se la tangente 
in A è normale all'asse, allora per determinar la 
fetta B ^ o la distanza dèi vertice A dali* origine 
jB deir evoluta, si farà xzzso nell'espressione del 
r^ggj^ J/C 4 é si avrà il valor di -ff-irf. Finalmen- 
te per trovar l'equazione dell'evoluta, si conduC^^ 
C Q^ perpendicolare all'asse e sia AS:z:ia^S Q^^^zt y 
CQz::zZi avremo primieramente, presa dx costaa* 



^10.* te . i/ ©=:«=: 4f^y! (50) e z=:Ìf-t:^ 

'^day -^ a dy 

•*-y; poi Mr(dx) :rm(dy)::MO:C 0=iJH il 

^dj^x^dy^ Dunque AP^PQ^AB 
'-^dxddy ^ 

sz=/r=A: — a-h -^ — % — — -:2LJ/ valori che coli* 

*^dxddy 

equazion della curva determinano T equazion dell' 

evoluta . 

jl^ 5a. Fin qui le ordinate eran parallele fra loro. 

Partendo da un punto medesimo, ecco come si 

determinerebbe il raggio MC. Immagino due ordi- 

Date infinitamente vicine BM^Bm^tCOyCo per« 

pendicolari ad es%t: quindi descritto col centro B 

r arco Mr , sia B M-my , Mr :::z dx ^mr=zdy ^ 

Mmzszdsrss^C dx^'-+-dy^ ) , M 0=zii ; per i 

triangoli simili Mrm , CMO^ si ha dx :u: : dy : 

CO ( tsiL^y ") :: dsiMC^'L^. Dififerenzian- 
\ dx / dx 

do quest' ultima equazione , presa d x costante , si 

avrà dCMC) =0 (50) e duzzi — ——9 e . .. 

ds 

i( e 0) == Co — e 0= — je=: ^^^^^-^^tl^ 

CI ^ 

J J udydds 

ss ^^ , ttdd y ^^ udy^ddy „_^ 

dx dx d s^ dx '*' 

udxddy j^ ^^ udxddy » ,^ 

'• , 4 — -' Dunque OPr=-— . =1, e BM 

d s^ ^ ^ ds^ 

tmim 

(y):Mr[dx)::SOCy-,u):^"i\^'^yi onde 

d s^ 

,, yd s^ j j^ yd5^ 

ds'^'^yddy ds^dx^ydxddy 

'^y(dx^^dy^)^ ■ . . • ds^ 

7- , che SI riduce a 



ix^^dxdy^'^ydxddy^ '*"'' r-dxddy 



8' FIG 

quando y =00 ( poiché allora ds^ dx del denomi 

natore diventa o ) cioè quando l'ordinate son pa- ^* 
ralleie^ come già abbiamo trovato. E se nei valori 
di CO 9 M C non si fosse presa dx costante , si sa« 

rebbe avuto M C z=z _ — / J ^ a ^^ • 

Ecco alcuni esempj. 

53. Sia l'equazione alle sezioni coniche y*^3 

t x^ 
fxz^^ — che fatto 2a=:Qo si cangia in quella 

ddla par<ibola , e fatto zaz=z p diventa quella dell* 

iperbola equilatera e del circolo. Differenziando due 

voice, presa dx costante, si ha 2ydyz;sfd 

pxdx , j pdx(azt:x) j i. 

4L. — onde aversi- -rzZ/. . e zyddy 

a 2ay -^ 

%dy^^:zzìz ; onde ddy=:z^^t — -— • $0* 

stituito il valor di d y e poi di y^ . Dunque 

\ ^dxddy J p^dx^ dx^ 

(43); dunque MCzzz — , cioè il raggio oscum 

latore in tutte le sezioni coniche i uguale al ctéo della 
normale diviso per il quadrato deUa metà del pararne^ 

tro . Onde nel circolo » dove w =: Z- , il raggio 

2 

osculatore eguaglia la normale ^ come è evidente. 

54. Poiché n=z 4- ^/idx^^dy^ ) 2= -i- 

dx 2 tf 

V[4^^>* •+'/'^(^dbJi?)^]^ al vertice ove x = a 
e perciò y n; o , sarà nzzz-^ z:=:AJS . 

Neir ellisse l'evoluta ha quattro rami S D^Dh^ ia« 
bdydB eguali che fanno tra loro quattro punti di 

regresso . . La distanza C£ ^= Cbzii^a ^-^ ^ > ed 



FIG ^* 

ED zs: edss alla meta del parametro dell'asse mi- 

nore . » 

Nella parabola , poiché MN^=iTN\PNe 

' FN= -^, sarà il raggio Mc(t;=:±M^ ) =;: 
j^rx^^, ed MN:jNP::MC:NTz=zCO=f 
PQjs^ 2 X H — 2^ ; dunque (pATsz: 2 jkt , ^ 5.5^ 3 « •+» 
tL :r=: ^x^ AB ^ onde -ff j^^qi? 3 ;x: , il che dà unj| 



2 

costruzione assai semplice per determinare il centro 

C del eircolp osculatore. Prendete Zf jQ^sr: 3 ^P , 

e condotta C ^ pcrpendictìlare ad -^ J^ , j1 punto 

di concorso C delle due MC ^ Cjg. sarà il centro 

cercato . 

Per trovar V equazione dell' evoluta ^ sia 5 ^ 

t i) 

= / , (T jQ =^ ;5 , si avr^ a; = -^— , e -=i-- : jv ? ' 5.^ = 

— , c ^^ == --^-^ — 5 cioè /' evoluta della para^ 
27 i6 

hola ordinaria^ è una seconda parabola cubica il cui fa^^ 
rametro e,— di quello della data. Or^ nell' evolute ^ 

AB-J^BCzzzMC^ dunque BCzrzMC-^ ^ = 

: ma Af^faas Vd-J^H--^ ) (54) = 

^ V( ifi ^ I ); dunque facpi;do ^ ^ =s= a e per* 
a /» 16 '. 

cÌÒ\;ifX= 1 V( i£. -^. I ), si ha i?C == 

I-? r f I H- i-' ) — J» 1 » espressione d' uo arco 



±^J^ ^ i-: ma AfAf» t/r**-*-Ì^" 



qualunque della seconda parabola cubica la cui ^^' 
equazione e /'s=a^^^, 

55. Sia la cicloide ordinaria AMBa co! cip- \±, 
colo geniiorc BOD del diametro JS G'sn^iza , eoa 

Y ordinata M P z;;zy t con T ascissa t B 7=?,x \ si 
avrà per la nota analogìa ms[ ( dy) : (j M ( dx^ii 
OF(^(zax-- x^)): PB ix)i dunque dyz=s 

dx^ — , , equazion differenziale della cicloi- 

de : e se si faccia piuttosto M P zsz x ^ P D =z y 
onde PB rzz za^^^y^ verrà dpQ \ dy \ :y/[zay — 9 

>*):2af--p^, e peio dy z=z dx>J ^^'^^ , altra 

equazion differenziale della cicloide. Stando al)a pri- 
ma e posta dx costante, avremo differenziando, 

D^jt n {dx^ -^ dy^ )i . , 

^ '•rr-dxddy 

^)z=:ì 2 D: ora MNC ^ parallela ^ OD poicbà 
la tangente MT h parallela sl OB; dunque ODzzz 
MNsszNC; quindi 1^ nel pqptp yj si ba X7s;zi2a 
ed 3f C = o , onde il raggio osculatole in A è 
zero ; e perciò T evoluta passa per A : 2^ questo 
raggio nel punto ^ $ la linea JS ^ doppia di 

56. Per determinar l'evoluta ACB^ compito 
il rettangolo AEj sul lato JiB'^;sLpEz=iB U co- 
line diametro si descriva un semicircolo A Q^B , si 
conduca ^^ parallela z CM e si unisca C e jQ; 
posto ciò, r angolo N A QtszN D Oi dunque OD 
;p=zA!^ e Parco OID Qo la retta 4^) =: all' 
arco ALQ. Ora ODz^zzCN', dunque CK=zASi^ 
e però Cjg^=s -4iV r;c all'arco A L f^^ proprietà 
distintiva della cicloide ordinaria \ onde V evoluta 
H£E e una scmiciploide eguale ad A MB. Si 
parebbe trovato lo stesso cercando dirutamente 

E 



FIO ^ . y 

r-equatiooc dell' evoluta come abbiamo spiegato 

(50-, 

L'arco AC:=:zMC^splzAìI; dunque uh arco 

14. quabinque di cicloide i doppio della corda coìrispoH" 

dtnti del circolo genitore . Co»ì M B :::s: 1 OB ^ 

AM B zss 2 B D , e la cicloide incera ABat qua* 

drupla del diametro B D . 

57. Sia la spirale logaritmica ADM^ il cui 

«5. centro è -4 : si avrà goi M m Az=i --- = — ^ , e 

Mr dx 

differenziando ^ supposta d x costante , si avrà 
ddy^=z o, e il raggio osculatore MCzzz*^ — ! (S») • 

onde condotte AC^CM normali ad MA e alla, 
tangente in J/, il loro pvmto d'incontro C sarà 
all'evoluta , perchè Mrl dx ) : Mm(ds) : : AM 
(y):MC. 

58. L'angolo ACMxzAMT; onde Tevolutsi 
ABC è la medesima spirale logaritmica A D M . 
Quindi (49) la tangente MC t eguale alla spirale 
ABCy benché questa faccia un'infinità di rivolu* 
zioni intorno al punto A ; dunque del pari -con^ 
dotta AT perpendicolare ad ^^^kf, sarà MT^:s, all' 
arco ADAf; onde /a spirah logaritmica e fa cicloide 
sono evolute di se medesime. 



Del Afetodo , dei Massimi f dei Minimi , e dei punti 
di flesso contrario e di regresso * 

59. L'ordinata MP d'una curva BM essendo 
46. ni?«e:giore o minore di quelle che la precedono 

( 'p%n ) e la seguono (p'm') , si chiama Massima o 
Minima , e il metodo che insegna 2| determinar 
queste sorte di quantità dicesi .Metodo dei massimi 
t dei minimi . 

60. Se CM t il raggio del circolo osculatore 



«el punto Af, r ordinata MP »a:rà maggiore o mi« 

iiore di ogn' alerà ordinata corrispondente a qualche 

punto dell'arco KMD descritto col raggio CMy 

onde M P { prolungata nel casa del minimo ) passa < 

per il centro del circolo osculatore ; e però la tan- 

gente in M è paraliela all'asse j4F^ e quindi la 

^ yJx f 4y y 

suttaogcnte ti- — 5= oc ; dunque --^ == ^ == o . 
^ dy d X ^ 

Può anche succedere che T ordinata P M sia un 17, 
masbinoo o un minimo quando la tangente in M è 

normale all' asse $ allora ^- s=t o e però — = 

dy '^ d X 

^ =: 00 . Ora y può riguardarci come una funzione ^ 

dell' ascissa A P 'rszx \ e però per sapere in qua! 
caso ella diventa Un massimo o un minimo > si dif- 
ferenzierà Inequazione tra jv ed x^t sì eguaglierà a 

zero o all' infinito il rotto -^ ; l' equazione che ne 

d X 

risulterà combinata con la prima , darà dei valori 
di y , oc i quali se non sieno aSììurdì , decermineran» 
no il massimo o il minimo . 

61. Ma per distinguer J'un dall'altro osservate 
che il raggio osculatore nel punto del massimo i posi- 
tivo , e nel punto del nìbìimo è negativo . Ora l' cspres» 

$ione di esso presa dx costante, è f i H* .••• 

^yi^_^ ^ j^.i^^ ,i ha , 

dx^ / . ,dx^ d X 

CMzs: _— - — ; dunque àe y è un massimo , 

d d y 

"—f- dee esser negativo , e se è Un itolnimo , — -^ 

dx^ ^ dx^ 

dee esser positivo . Accadendo che — ^ sia infi. 

dx^ 



mio o zero, M sarà forse Un punto di flesso con 



^S. 



*^' erario o di regresso , o la tangente in Àì sarà pa- 
^^* rallcla all'asse r ma don ne seguirà che MP sia im 

massiròtì o un ttìinimo se rion quando oltre -— ^ 

* dx^ 

suo fosse anche — ^ £± o ; poiché allord se^..^ 

— ^ sia negativo , avréino un il(ìassimo come pri- 

ma , e se sia positivo , un roirtirìio , è così sempre i 
dovendo in generale essere impari il numero dei 

rotti -^ , — ^ , — ^ ce. che divengono zci'o ; Ciò 

. si deduce dal n^. 3. Ecco degli cscmpj . 

62. l^^ Dividere una retta a in due paftì il cui 
rettangolo sia un itlassimo o un tninitfio . Chiamata 
X una parte, l'altra (» — ^, Tcspressidn del massi- 
mo o del minimo sarà a^i'-^x^. Sia dunque yzrà 

^jc-^-AT^, e si avrà-r^'—ta-My a:v-=ào , t però 

a a; 

:Krs— a. Per saper se la soluzione dà un massi* 
z 

rao o un minimo , dififcrenasio 1' equajiione --^ 
a — 2Ar, ed ho 4-^^^-^^' quantità negativa^ 
onde * il valore jC =i -^ ^ dà Un niassvm y =5 

~. la generale, «e y=-x'*(d — «)* , affirtchà 
questa quantità sia un massimo o un minimo diso« 



• • • 



gna che i^swi^'^-'Ca — AT)* --w^r'^Ca 

d X 
xy^:=s>òz=zm(a'^x)'^nx. Allora *r = 

, e questo valore dà un massimo per ;^, per 



a*- 



'^ Fir* 

11^ Trovar due diametri conjugati dell' ellisse 
che faccian tra loro il minimo angolo. Sieno m^n i 
diametri, p l'angolo che fanno tra loro, e si avrà 
fnn stn p :=^ab ^ tà m^ ^ n^ =a* -f- b^ ^ onde 

ab • dsenp ^_^ 

StJip SZ3 * — fc— ■ ' ' <• • - — . ' — * * • fc fc . 

nCà^-hb^-^n^f 
^abda^^b^^ZH^) Cd ti — 

■ -' . ss U 4 cu y» «Mia « » ft • 

y f^JiJlt — J=:»i. il denonoinatoi-é eguagliato d 

«ero, woe il rotto —-il eguagliato al" infinito 

(6ò) , darebbe «^ =c a^ + i^ pd wi *£= d , valori 
che rtt)ri servono. Sicché i diametri conjugati ed 
eguali dell' ellisse formaci con la loto intcrsetione 

al minimo angolo cercato , il cui seno è > ^ ^ • <; r=r 

Perciò se à:b i=± tan^ttzis: titìt^CaBj 



sarà senp=± -;- ^—s-^ =s -^^ — -rr^~ =: 2 j^w « 

i -t- tang* u sec^ a 

^os u pàz s€H z ù ; onde l'angolo p è (Quello di due 
rette condotte dalle éstrenàità dell'asse minore a una 
del maggiore. 

111^ Di tutte le parabole che posson tagliarsi 
nel cono retto DCÉ ^ determinai la massima in su« zo. 
pcrficic , Sia £Dz3zà.CD=ib^PBz=zx^^ 

sarà a:bì: X : A P ±z— , PMìÉ^y/(ax — x^ ), 
la supeffìde fHAMPnisat ±.^^-^\/fax — x^)=:yi 
dunque ^s£2 li V(tfx-.JC^H-i^(-l-^): 



FIG. 3« 

—^^^xx; onde :v— if , che e un m^sslm^ , 

4 
I « da y % d 

P^''*^"c ^-^ = — _ . . Il denominatore eguagliata 

a zero darebbe due mimmi ^ TÌducendo la parabola 
ad un ponto o ad una hnca retta coi due valori 
xczzo , :vs=iflf (60). 
21. IV^ Di tutti i triangoli della stessa base jé B 

e dello stesso pcrinactfo , qual è quello della massi- 
ma superficie? Sia q il semipcrimecro, la base AB 
= a, il lato AM=:x^ sarà itf JJ = 2^ — a — :c . 
Dunque chiamando y h superficie , si avrà y =rr 
ylq^q^-a.q — ^.(tf-f-jc — q)] . . . zly zs 

g^y — <ijc , //jc ^y 



—( -— )= o; dunque rt4*^ — 4' = 

5-— x,^^ — a — xzr-x; perciò il triangolo cerca- 
to è isosrt le . 

63. Fin qui abbiamo considerato ti massimo o 
il mtfthìto delle funzioni d'una soli variabile x. Per 
trovare in guati casi una funzione Y di due vari^j^ 
bili x^y divrnf^Ti on massima o un minimo ^ suppoii- 
.^hiarao che y abbia già il valor proprio a render 
la funzione Y un massimo o un minimo i si tratterà 
dunque di rr>»vare il valor conveniente di x^ ciec 
bisognerà diflTcrcnziaf la funzione Y facendo variare 
X ?oU, ed eguagliare a zero il coefficiente di dx. 
CoM per aver y si difi*t rcnzìerà la funzione Y fa- 
cendo variare y sola, ed -?UJ^rlla^do il coefficiente 
di dy a zero. Oide ^e dY^zzPJX'^ildy^ si de- 
ve aver P^irr© , j^r:so, eqnazoni che daranno i 
Vr^Iori di 3c e di ^ pronq a render la fuzione Y un 
mii^simò o un mimmo. Per di<fing:uer T uno dall' aU 
tro, posto dY^=2Fdx^Qiy e prese dx^dy co^ 
stanti, sarà d^ Y7z:^dF dx^dQ^dy i onde fatto 
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dP^szJdx^Bdy.dQszBdx-i- Cdy (34) , 

verrà à'Y=z[AdX'^Bdy)dX'{-(Bdx^Cdy)dyi 
ma si è visto che dee aversi P = o è però dP vzz 

Adx-^Bdy^zoi dunque Jats'IUÌ^ * '^^ ^ 

ovvero ~j~5-=:C— -~. Ora quando si ha una 

sola variabile x o y, e pero y=:o ovvero 3c = ò, 
viene à YzzzPdx . d^ Y =: d Pdx s=t Adx^ ovvc* 



to dYzzuildy.d^Yzszdqdy^Cdy^^ e si è 
detto che Y è minimo o massimo se^^oeC^o 
ovvero yi<Ì€cC<9(6i),' dunque se si abbiano 
X , y insicipe , sarà Y un minimo quando ^ ^ o , 

C^ o ed inoltre C— -rj- 1> o, ovvero -4CJ> 3^: 

ie sarà un massimo quando -^ <J o , C ^ o ed inoj- 

jtre C — — <Jo ovvero (fatto i4s=:—.^\C=—C* 

giacche ora A , C son negativi) - C H , <^ocioè 

B^ <Jyf C'( r5=-^C) ed AC^ B^ come nel caso 
del minimo. Questa teorìa facilmente si estende alle 
funzioni di tre, quattro ce. variabili • 

Si voglia dividere il numero dato a in tre par- 
ti il cui prodotto sia un massimo . iGhiamando x , y 
due di queste parti , la terza sarà a — x — y ^ ed 
avremo xy ( a — JC — y ) , la cui diflFerenziaic è 
(a — 2X^^y)ydx'+-( A'^ty^^x^xdy . Egua- 
gliando a zero separatamente i coeflicienti di Jx, 
4y , si avrà a— 2;tf--y = o=:a — ay?-^x, on- 
de y =:3C=: — ,• e poiché P :zz[a — 2x •-^y)y, 
</?=«-— ay/i«-h(a--«x—r2y)^y , A { =— • 



«y?= ?)i^9,^=:« — SXi^2y:;s — -i , 



FIG. 



?2. 
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e poi J5.=r(a — 2y ^x)x^ dQzs, ^^xiy •4» 

I 

«ara ^C( =;= ii?! ) > ^*(;e: f!), e perciò divi* 

? 9 

dendo il dato numero in tre parti eguali , il loro 
prodotto darà un massimo. 

Tra tutti i triangoli isoperiq^etri vogliasi quel- 
io che ha maggior superficie, Sicno x^y due dc^ 
suoi lati, 25 il perimetro, s|g-^'x — y sarà Tal* 
tro lato , e la superficie y/[q -^-r x.q — y,(x'+^ 
y '^ 9) y dovendo essere un massimo , se si cbiam^ 
JTjSi avrà 2/ l'-^/qf s5?/(9--r.x) H-/(g-*;y )^ 

/(ArH-y-4). Dunque ^ir=—r—^^ -« 

) H — ( -— r; — r-—- Il fguaglian. 

^o a zero i 'coefficienti di dy^dx^ si ha X'+^y 



— ? = 5T-y3E:?g*- ^; onde a:==:jv= li = 2 g 

— X— ^, Dunque il triangolo ricercato è equila- 
tero • 

64. Serve questo metodo a determinare ancora 
^^' i punti di JleSiO contrari^ t di jf^gresso ; poiché la 
o differenza dy dell'ordinata che da A scorre in PM^ 
e da PM o procede avanti o torna indietro , scema 
sempre nella concavità della curva, compre cresce 
nella sua convessità, come può vedersi in due tri- 
angoli rettangoli infinitesimi d' una stessa base do^ , 
terminati da una stessa tangente e descritti di qua 
e di là dair ordinata nel punto di contatto « Duù* 
que nel punto M di flesso contrario o di regresso « 
|a di^eren^a dy diviene qn nìinimo o un massimo , 
cioè fatta z;;:=:dy ^ si ha (60) d^^^^ddy z=i o ov- 
vero oe ; ma il raggio osculatore' MC 9 presa dx 
costante, divicnp infinito st ddyas;o ^ e diviene 
^^ro se 4dy = 99 ( 50 . 5:: ) i dunque nel pinto di 
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^ixo Contraria o di regresso il faggio osculatore S sftm 

fre ììì finito ò nullo , e perciò ( » •+■ — ^ ) : -^ 

%-Z = 0© ovvero 8=: o , e ' *^, a*^ ss: o ovvero «o , 
d x^ dx^ 

^i differeozier^ dunque ^uf volte T^qua^ion deU 

la curva , posta dx costante , e il valor finito di 
j j * 

■ ■ ^^ si eguaglierà a zero o all'infinito; e.coro« 
dx* ■ *^ 

binando quest' equazione con qqella della cprva , si 

avranno i valori di x ^ y convenienti ad uno o più 

punti di flesso contrario o c)i regresso. Che so 

]' ordinate partano da un punto fisso , si avrà • • • 

dx^ ' . . ^ . . 

^SEMp. I. Sia la prìnaa parabola cubica déll^ 

2 l 

rqùaiione >^ =a*^ ; sì avrà y:sz:a^ :^ * » dyzs^ 

2 2 2 ^ 

fi^ X ^ dy^ -^ddy^^^a^o^ '^ _ ^ ^^i 

% àx\ 9 

punto di flesso contrario o di regresso ; dunque x rs o , 
onde questo punto è nell' origine. 

II. 5ia la concoide dell* equazione y — 



V(a*-,V); si avrà ^^«r^jC^^). 

^^jy a- g*«»-4-ga**«^^*«;^ _ a , onde 

je' -t-3 i**i— a«*^ = o , equazione che risòlutJi 
darà per x il valor convenieni^ i\ puntq di fless* 
contrario o di regresso- 

I|{. Sja la curva de;]]' equazione ^ ^r- a ss ( k ^-^^ 

.7 . •« , 3ÌM —ddy 



♦ • • 



5 V («"«)* 



4» 

^ ^ , che eguagliato a zero , nuli» fa cono- 

sccrc ; ma eguagliato all' infinito dà a: =: a s= y » 
valori corrispondenti al punto di flesso contrario o 
di regresso. 

65. fi qui pure si osservi che dall* aversi un 

certo valor di jc per mezzo di .-p^ = 0| non se*. 

gue che al corrispondente punto della curva si ^ro- 
vi un* inflessione se non nel caso che questo valor 

dì X non anmilli -r-Z o cke aanuUaodolo sparisca 

jiLQche -7-4 senza che sparisca -7-^ ec* • come per 
dx^ ♦ dx^ 

ì. massimi e minimi notammo di sopra (àx^ » Del 
resto il metodo dà confusant^ente 1 flessi contrarj ed 
1 regressi; una. regola per distinguergli può vedersi 
net Corso di Matematiche di Sauri f 



Dei rotti it cui Numeratore e Defionttnatcre 
si riducono a zero in curii cmi* 



66; Si trovan talvolta ckir espressiooi algebri 

clé in forma dt rotti che si tiducono^a -^ « come 

^ • 

quando xtssa ^ QtKsti i4su!tati apparente» 



mente indeterminati», son suscettibili di v^lpn dete^ 
minati i ed ecco un metodo per trovarli. 

Sia TT- un rotto il cui oumeretore e denroconia* 

tore siano funzioni di x che si riducono ambedue 
a zero quando x^i^a. Per trovarne il valore si so- 
stitituisca xzizdx ad x itk JP ed in ^ ( si prende 
fp^ , se -f snida ad assurda ^ e trascurati i termini 
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#ve è dx^ ^ diX^ ec. Cone infinitesuni riipetco à 

dx^ si avrà—- -x- ; quindi fatto x 3=-ir-4a 

questo rotto , egli si ridurrla a —^ , valóre della 

frazione proposta nella supposizione di Jt = a , se 

però i termini del rotto — ^ non si annullassero 

ancora facendo jc = a. 

Es. Si cerca il valore di ^ quando x =d 

a. Qui Pr=^^^— a*, e S^sz x — (t\ dunqac 
dP _^ 2adx _^ ' / ^ 

dfl dx 

Sia la progression geonietrica -^ x:x^:x^ ..*^ 

x^ *** * -^— j^ 
*"*, la COI somma e ; si cerca il valor 

di questa somma quando x=s i • Si ^l^overàf — =s n. 
Sia la quantità VCaa'^-^.r*)^ay.^^ ^^^ 

•diviene § quando x=3ir« Sostituito 4 -t* ^x ad jc , 
si avrà v^( «ìi*jc — «*) = « V(^* — ' i«^^) = 

za ^ 

ciucenoo , si troverà -rr =^ rir- =* -— # 

■ .^ 4 

67. Ma te succeda che sostituendo a ad x \ti 

— , questo rotto antih* esso divenga f , %\ passera 
a considerare i termi «i ove si trteva rfx*, e così di 
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l^^uito, floèhè Bón si abbia Uà valore tale che ticid 

iiltnl^no dei suoi termini sia finito. 

Ks. Differenziata 1* equazione * -p jc* -J- x' -H* 

X» j3c; ^ T i^ , SI diviaa per —,e verrà 

che si ridd&e a % quando x±zi . Sostituendo diin 

d P 
que i +-dx ad Xf avremo nuovamente •— z=s ^ i 

iha se tìòn si trascuri dsi^ , cof^ié si era fatto irì 

d P 
J)rincipio (66), si troverà -— ss i . ; # ^ 

•^ g . _^ ^ 2 ■ . 

^^^ — l t sòmnia deUa progi'essiòne s» 2« j*.. »'; » 

68. Coil qdesti priddpj possdn trovarsi in ògdi 
i;aso particolare i valori indeterminati di o X o» é 

di 00 -J- oè ; poiché ò X Q» = o X ^c^^i ed 



o 
a b , o 



A • 



ib— ^ o6 =i --.-i — 3::-i: còsi se i: ±3 I , ii 

o O 

ha7'---7-«=sQ*?— ^ oc- onde sostituendo i -+^ 
Ix Ix ^ 

isx ad JT^ verrà ..,, / . ^ — ssa .-^ — = -* i . Fos- 

sono anche determinarsi i puati multipli delle curve 

fi. li 

€ là loro roottiplicità ; poiché come 1* esser — ^ =: tf 

significa che \fi tangente 2f parallèla a^P asse ( 66 )^ 

«osi il trovar -^ z=z% esprime raoltiplicità di tairf- 

gettti in un punta stesso della curva e perciò tin 
punto multiplo. Infatti differenziaoio Tequizionc 
* ( y -* ^ )^ ~ « ( A? rr^^ )^ =5 « • si trova 



4Ì 

il, y:=^b : sostituendo dùnque a'^dsc zd x^ t k 
ff j u ra ^ s du 2 adx 

dy M y t trascurato dx* » verrà ~ szt ^ 

•^ -^ V » i/a: 2dd^^ 



cioè 



=:f,e 7^=:ii;i:fna ^ esprime la Uà* 
dx «a; * 

gente dell'angolo che la curva (ola sua tangente) 
forma con Tasse; dunqdb sé quésta tangente ha piti 
valori, ajpparterrà a più raiilt di curva che passano 
per uno stess» puntd; e net nostro caso all' ascissa 
0c:=zà corrisponderà un'ordinata y:=k che ihcód- 
tra la curva in un punto ifaultiplo , ove sòil dtìis 
tangenti eguali al ragj^io i , e chi: fannd perciò un 
angolo di 45^ con la linea condotta per il punto 
multiplo parallelamente ali* asse ec. 

69; Questo metodo per valutare § è generale i 
quello di fiernodlli che prescrive di differenziar se« 
paratatxiente quante volte t^ccòrre il numeratore t ti 
denominatore del rotto , non senipre riesce i così 

dato 1/ l ' >^ ^ J é stipposto jiTz^sa^ 

dal nostro metodo se ne avrà subito il valore v^ 
the dà quello di BernoUlii nttn si otterrà giamtxiai" 



JUmtÈéi^mm^m^*'*' '■ l'w^wfc— *— ^i— ^*tÉÌ—iÉMA^*i 



Alcune alirit Applicdwni dal Calcolo DfffereH:^ale t 

fo. Sia oc db? /> sarà dx:=zifi^ — j (11) =; 

Ì( i4-dx) i±:dxled=:U^*ì dunque e^^'s^tH^dx, 

JL 
td ^=B(i-fi.Jx) . Sia dunque -— ss «0 ; la 

Sviluppando questa cspres!ionc ed osiervandu chi 



il) — *■ I f w — * a ec. cs w , «I ha #* se: i 4- ^ •+• 
— •+• "' — -f-cc. s=l i + — 1 : onde se si taccja 









2 J/-^ I 



, cos:^ 



(,+'ji-)»+(._.j^)- 






fi. Ma sia y una funzione dclki vatiabrle x v 
se questa divenga x^ndxt sia ndxzxa quanti» 
tà finita, sarà n infinita e però ncsh-^issii*-*-^^ 
ce. Dunque se in y si sostituisce xd[za in luogo 

di ac, la funzione y si cangterà (j) in y rt ^-^ 

^AT costante e posto per db 'f il suo valore jjr 
a 

71. Per veder la verità di questa formula inr 

un esempio semplice , suppongasi yzzzx *— a jc-|-f , 

' e si cerchi ij valor di questa quantità sostituendo 

«-J- I ad «. Avremo « = 1,-75^ = zx — 2 , 

j^ =; 2 , j-^ s=? o ce. ; dunque y si cangia io» 

a;x — 3 jc4- i-f-sjc — e-4* I ^szxx , il che è evi» 

dente • ;^ ^ . . 

73. Sia y::=ap , e si avrà -^ =siiiJf , 

a X 

•J«3wCi«-r 0«^ * ce. Dunque se x di- 



4t 
viene x-^a ^y diventerà ( x H- « )'^ =: x*" .... 

^m»x -^ ^-^ ^«*» •+• ec. ; facen. 



do «r»-—-; — ^ e però 3C*f*tf Sili ■*- . .,. .^ avremo 






—^7 — T:^rT2 ^- ovvero , --^ = (Ar-t-Al 

6 2ÌAr-h-T)^ 



«Il M 



ec* ;^ 



w^ m(m^^ I )^* 



--.^_^_i-_ ^ ce. J : sef.e che avrà 

un nucnero finite di terrwai quando m sarà ila ia-< 
tcro • 

Sìa — m =r M ; si avrà ( ^ >+. i )"== x"^ I -f- ^ 



queste fòrmule riduccndo in serie i rottr — 5— 



. ,. ^xi s ^^' Of* queste sewe servono a trovar Le 

Fadicì dtei numera prontfWMenie perchè possono seni- 
prt reiiidefM iGDovef^ntÌAMni« . 

74. Sia osa xss/oi; la si poM aizfc^i io Ino» 

go «fi X emendo ^ = 1, ^ s- ±^ ec. . ,f 

snr«tK*=b»)s=s./x=fc: ±— -Ì- =t: -i^ — ; 

<* -k. */. e:. _L_ - ICacsf ,, 

_-f si: ec. bu =t:« = 5=iFJ • * «vremo /( j^ 



^»^-l^-lkxr^l(Ì±:x\t=:U^z^ 



A 



4Ì 



serie convergenti che factiitan molto il calcolo dei 
logaritmi • 

jy Sia yab^; avremo ^sszb^ ih ^..^j^ — ? 
i*/'* ec. ; dunque ^^'^^a^si^C i +ii/*^ . . . , 



•+r ce. ), e perciQ b ;=s:i^alb-+a 



2 2 ) 



^ • 



ec. 

74« Sia ypn arcQ di circolo il cui seno src « 
c)ie indicheremo con yzzzAsenx^ si avrà xzszsmjt 
dy ^^^ I ^^j> stny x 

, . . — -^ =: — : — cct j dunque | arco il cyi 

neno e JC it; fl , ovvero -1 jfw ( x HK f ) sr; j# if« 5q 
dt — j- -4- ---j zc ^ 1 -ir ec, 

77* Queste serie sono attissime a calcolar Tar* 
co che corrisponde a un seno dato . Si cerchi nello 
Tavole l'arco più vicino; la differenza del suo sc- 
hifo X dal dato renderà a pjccolissirpa . e poiché 

V ( I — ** ) = fpj >t ** *v"^-^ 1' «'^co cercato aggiun* 

m , a n^ X . \ 

gendo rfc ■ ?■ ■-■ 4? . ■ .• ^ dz ec. a quel» 

Io il cui seno è x. Osservate i^ che la serie h si 
convergente che i due primi termini basteranno 
sempre quando non vogliasi T approssimazione più 
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ìk dei minuti quinti in circa : 2^. che Tarco avuto 

da quesu serie sarà espresso in parti del raggio i ; 

e che. pel" ridurle a secondi » a terzi ce. , bisognerà 

4ìviderie per la lunghezza dell'arco di i'', posto 

il logaritmo dell' unità =: io. II resto è quello del 

numero dei secondi dell' arco cercato , il che dà 

subito 1 terzi , i quarti te. 

7$. EsEMP. Sia un' |perl)oIa della potenza t e 

h rangf>lQ fatto dai suoi asìntoti i sarà scn blz U 

superfìcie d' un trapezio asintotico compreiò .tra' V or« 

dinate i , — , e questo spazio rappresenterà il lou 

garitmo tavolare dell'ascissa a quando sia il modu* 
lo y 4142944819 s^/^n^t cerchiamo dunque Tan^ 
golo ^. li più prossimo a 0,4341 ec. nelle Ta- 
vole ordinate è di 25^944'» il sub seno zzz x :=; 
o,434iS3$, il suo cojtf/io =: V(^*—3C*) =ao,9oo8-«4à, 
ed a :==: O » oboi 111. Calcotando i due priiirì termi- 

ni y 4- « ^^ 3 fatto zy , 44 ss y , SI 

\ 4* , à^ séfty ' flf ■ /• -» ' ^ 

avrà •+• - =5; " ( 2 cos^ y '^ asenv} 



2 ifps^ y icos^ y 

^ . .. . 2C0s^y . ' 

il cai rlogaritmo è .4,99(4775 ; tc>giien4o. quello 
(ieir^rfo di %^ cioè 4r^l(SS74«^n resca^ 1,4059026 
per il logaritmo del numero dei secondi dell' arco- 
fiiinandatt^ zul l z^ ^ A^;^^ i dunque Tarco 9ercaro hn 

golo (leglì . asintoti fi' un* ipcrbola i cui spazj t^xì- 
presenti^ao t lòjgDritmi dcHe Tavole» o quello yhe 
ha per ^eno it modulo , e di 2^^ , 44' , ^s^\ 
rj'" ce. •' - -• 

G 



79- Facciamo attualmente ysz: Acosx^ e avre- 

Jy — I • — I ddy 



-JT ^ — ce. , sene di cui si fa lo stcs» 

6(1 ^x^f '' " 'i 

$0 u«ò ebc delle prcccdenli .Se ne troveranno dcL 
Jc simili per l'arco la cui tangencc^ sia xrt^*• 

r, ri' *' - '' ^ dy * 

80. Su ora V z:;;? ff« JC , e avremo -^ = r^j ar • 

►---4 ;= "^ i^« ^ , — ^ 5=5: — cqfi X ce. ; dunque 

a x'^ dx^ * * 

5e« (a: it a) 5=f#« xdr « «)x* — stnxZJZ — - (ro/iX 4« 

'^ • 6 

^ jf^Jf-Hcc. Parimente »c >s:^ì:o/ JC , si avrà / '^ 
^ox (Jc zfc ^) 5=5ca/ JC qp a sen X"^ -^ cos x ziz — senX'+- 

— coja:*— ce. Queste formule son di grandissimo 

u«o per interpolar le Tavole dei seni . Se sia 
jc=r0 5 i valori di ff»/ f jc *f- rf ) » coj ( ac ^- a ) diver< 
rar.nò a cagion di senxs;;zQ e di eroi .v =3 i 9 quelli 
che già trovammo, 

8i, Fatto y^srtanix onde — ^ ss -—a 



dx cos*^ X . 



i dA;^ cos^. x' ' \2dx^ ^"^ cos^x éé^ x 

> ? -— — 5— ce. » farà /flfW£ { x rfc a ) ;=r /«»£ « 3t 



2 ^ *• 



eòs^x cosi X coi^ X *^ i^rnr ^^ ^* 



• -.4 



coi^ — > rt: €«• e una progression geo- 

ractrica il cui primo termine = dzay^^a^ tangn 



l' ultimo == -I. r= o, e il quoziente = ^!- ; 
ilunque la somma =: -^^^^^ . e però tang 



^_Jf^ ^^ _ senx cofxziza ^^ 2a^ 

^ c<7j3 "i "^ ^*' ^* Proverranno delle formule simili 
per ^o/(x±a). 

8a. Sia ora y^zzmlsenx o al logaritmo ordi^ 
nario di sen x %t m rappresenta il modulo; %ì avrà 
iy^^f>icosn . . diy m d^ y ^ 

2nfcosx , , , , , 

■ — j ^ «e»; dunque lsen{xzìza)ss:lse7xxzr:a^?n 

eosx ma^ ^^a^ntcosx 

— ec 



COS X 



itnx zsen^x %sen^ x 

rfAf COX X 

f^t^ ^^y \^^ "^^ ^*y . xmsenx 

rf*^ €os^x dx^ Qosr X ^' 

dunque / €q$ Cx±:a)=^lcos xq;zl!^!!!Ji 

a^x^ ^ 77^7^ ^ •'• ^'* y^^^^m*^ « ** 
avrà ^2 = ^^ . . . i^ «ni^iffg^. ^ 



5» 
pfrciò ^ /««f ( * rfc « ) sfic / /4«j' Ar ti: ■»-» eC * 

i e il et X 

Lo Stesso sarà per mlcotx, 

84. Supposto ora che y «ia. l'arcò il cui logì<- 

ricmo del seno = at , ovvero y z±i Al sen x * M 

, .^diseìf^ d /ì y 

ttvra X c=z l Sin y . e pcrcio ,— - r=: . . . ^-^ -^-- 

•^ '^ dx mcesy rfv* 

;!^^< r ce. I dunque Alsen(xz±:a):==:y 
m^ cos^ u 



85. Sia y;=^//A«Jf:Vi vefrà ^1 =± 1!^-!:?^ , 
'Lii: =à f!^^>: , ^ = 'flIÌ^L^. co. ; dunque 

* ^^ — A -^ i/n , 4/w* 

a^rt^c^j O ^ ec. autiste forróulc possort 
12 m^ 
fervire a risolvere cori molta approssirtaétont i pral 

blemi soir uso delle Tavole dei seni - 

86. La strie -yrt: V^ -^ "• (70 ^a cìii na- 
scono queste ed infinite alfrc applicazioni g %\ cbiaf. 
i-na il Tforenia di X^yl'^^ '^^^ ^^^^^ Geometra IngLc. 
»e che la trovò. Talvolta induce in inganno se si 
2^dopri senza cautela , conbc può vedersi nei ca*i 
benché semplitissimi di y sss /^ (74) « di jy=±:ì 

, ni \ . . . I 

jin ^ $e quando ^ = nel priifao , ed h{^ »i rie! 
accendo « 



.. •* 



^Ì^l^%/f9p 



u 



J^ 



ALTRE RÈGOLE 

DEL CÀLCOLO INTEGRALE 

Metodo per ridurre f mtegraziont di più dtjferèHztaìi 
binomi e a quella d* altre dijferenzjaìi conosciute i 

Ì87. J^cbbasi integrar h differenziale x^d x^a-^ 
^x } supponendo conosciuta , T. integrale di s ^ <\ • 
xPdx(t!^bx^^]'^, ed «>/; 

Osservo chfe d[x^'^\àJhhx^^f'^^^ ±35 

i)^ ^^ dx(a^bx ) } dunque ^a; 



dxCa^ bx ) =3 , - ; i^ — — . . . . 

tifg-^» )fx^d x(a^bòr)^ ^j. ,. ', ^ 



•g- . • 1 

ovvero 5 == Ti -*- iw ^ si avrà Jx^ dx ( a^ bx^"] 3= 

X ^^ (a^bx ) a\n ^ m + \), 

fx^^^dx{u^hx^)^\ Per questa stecca formula 

Jx di:(a^bx .) zsz\ . . , • . -^t • • 

*^ (fl-hAx )>' _» rT-rr* ix!: — v 



Jx*")*— * Ca^bx ) 



**(«*-!-»+ 1) * (i-»-»-+-i«*— I») 



** / 1 -f- M -H «I A ) ( i^fw-^f»!»*— w>/ 



Può dunque ridursi l' integrale della differenziai 
proposta x" ^ *( « 4» * «"* )* « qu«M* di *" "" "* 
W * ( a4» * x*" )* o in generale di Jf" ""'** ^x ( « 

•J» i je" / , essendo i un numero intero positivo , 
per mezzo della seguente formula dedotta dalle pas- 
sate, ove posto 6=2J— I , i numeri i , a •••.^ '"r 
dicano che il termine io cui sono, dee moltiplicarsi 

x^^dxCtt'^'hx ) =(«4-... 

af(iH-» — >»)(' •*-» — n«)...(t-H« — «'« ) 

y]c"""""^x(«-t.^x*"/. Il segno. suppriore ha 
luogo quando, i è pari , 1* inferiore quando è ina» 
pari . 

Dunque ic ir — iwcsrjp, cioè se ^ ss i 

numero intero e positivo , 5i potrà ridur Y integrala 

di x^'dxCar^-hx'^ )^ zfxf dniM^hx'^ )* 
mezzo delU formula precedcate . 



55 

EsEMP. Sia/c"^x(i — ac*)*, da ridursi a 

J dx[i —x^y che dipende dalla quadratura del 
circolo 9 come vedremo . Si avrà i» = 2,if=:i09 

6 =r 4 ; dunque la riduzione è possibile e bisogna 
prender la formula fino al termine ove è 1* indice 
(4)» cioè cinque termini' di essa ed altrettanti fattori 
nel numeratore e denominator dell'ultimo termine 

tra le parentesi ; perciò fi ^vxzjx^^dx{ 1 — ;c*)* 

X% iZ . JO 

iz.f.S 12. IO. 8.6 iis.AO.8.6.4 

r MX( 1 —X*)* . 

S8. Che se ^r!!£ fosse un numero intero ma 

m 

negativo , cioè se /> >• » ^ in luogo di ridurrcy» 

dx(a'+'bx^) ^Jo^ dpc\a^bx ) , si ridur* 
rebbe questa alla prima, e determinau {^a^... 

rr — 1 — -L— * ^ , . / 5s: ^ (87) , ai avrebbe 

^'( I -+- » -4- w ^ ) ( re. ) 

jxf dx^a^hx"^ )'' zzzX^Afo^'^ dxia^hx"^]^ i 
dunque/c^^x(ii-4.*ic'"/=r — ^ ^-^Z*^ 



A A 

dxia-hbx"^)^ . 

ìisziAf. Sia yi ~ ♦ìjc (h- x^ )~" ' éa ridar* 



1» 

si a /2a»(i-^-x*)' ;« avrebbe *j^r=-*4 »»«=*. 

^^ ^ ^j ^'**/^ =1:5 — t ; riducendo dunque la se- 

conda alla prima , si avrà n =: o , a 1=^ 1 , ^ _ i , 

1 ; otidcTdx ( IH- X* )-»=-- ^ 

fx'* dxii-^x^y^ i 'duaqacjx-*dx( i + ... . 

circolo il cui raggio è i e U ungente è 3. j poiché 

dz r \ . j,-^ di^tangz) _^ 






J[* se $i fa iatigz = x'. In generale il metodo 

nervc a ridurre /]^'***Ì«( H- '«^r' > / -^/^^ ( » 
-*-ic*r* o a un arco di circolò. 

89. Sii proposto ora di, ridùr / * dx{a-i^... 



jrtTt-« 



.^ .•• >L-H* 






r4^(^-1irM / ^- ■ •"^">,4'» ' -f 



?7 
^^l£ZlL) /;;«+* '"^*( a-^i*"»/-» j dunque 

^^ ^m,»;,^w(^^^^Y'"* ; 

generale , posto 6 = i — « , «i avrà Ac" /l jc ( fl Hf- 

bxT'y^Ca^h^y x(— «- ^.^„^„^,^,,.^ 



• • • 



*«(/> — «)3C"( 6-+- 1 ) \ 



(i+»H->»(A-Hi))(«-H^ 



• • 






<i^(a-f-Ajc"*y'' . II segno superiore e ptr il nu- 
mero intero i impari , e V inferiore per i pari . Ora 
scp — isK^, o se p'^^qirzi k numero intero, 

Tintcgralc di x^ dx(^a^bx^}^ sì ridurrà a... 

Cx^^^^ dxia^bx^'f , la quale' potendo ri- 

dursi zp^dx^a^hx^^'f qmndo!t±''^'^^ 



m 

cioè è Un sumero intero positivo , anche la 

formula proposta vi si potrà ridurre. 

Es» Sia da ridursi Jx^dx(;i — x*)^ a /}ac(i 

— -x^)^; si avrà assr, i=:«^i,»:=4{;»=29 
pzsiij «=i,ys=0, p — jrssrssf , 6 = € I 

H 



^8 . , - , 

1 = 1, cioè bisogna prender U formuk fino al 

termine ove è X india (i) , e perciò' dife tertoini di essa 

ed aitrettanti fattori nel numeratore e denominatore 

dell' ultimo termine tra le parentesi i dunque 



JxUxii-^x*) 



.2\i 






ftd IO • S 



• • » 



.avi 



JUllL fdx{ I — jc*)i ; dunque /«♦i«(i— «»)^ 

< IO lo.s '^ -^ 

io.g.* ' " io.8.é.4 ^ ' • 

t»,8.6.4 J ^ ' ^^ 

. 90. Se sia i^ p^ si opererà coibe sopra (SS) 
e si dedurrà in generale eoe il metodo serve a ri< 

durre /****<Ì;tf (1 -♦-4f*)""'"»/j»(H-*») "" * 

o a un arco di circolo. / 






Jìilè Inngràtiùnt iii "Roifi dtjfetinztati mioftaii . 



P d X 

91. Suppongati icfae — — sia uo rofto raziona* 

le y e che il Maggiore tssponente di oi in # Jia mi- 
nore almeno d' un' unità che' in Q. Non essendo ^ 
si dividerà W numeratore ]pcr il denónifnatore finché 
ailbia tiMso q%ni "vMmk cendìaaont • $ia per eiem* 



, » 



1f 
pio r^l^;?i »vr> dividendo. ^~^^7^V. 
la cui seconda parte è quale 1* abbjinio supposta per 
— — . Ora $i cei;chioo i fattori di j^ , e se questi 

son tutti del primo grado, rcaK, ed ineguali, il 
rotto proposto sarà di questa ' forma ^ 

ax'^'f'^bx'^rt^ec -f-n^ . ' 

(x^f){x^ gnx^kycc. ^^^> supponendo 
che il numero de' fattori at—/, at— -^ ce. sia i». 
Per integrare in questo caso , si decomporrà il rotto 

X Jdx , Bdx . . . . ^ 

cosi ; -f-' .— -. — 1-. ce, la CUI ^ntccra e e 

jil(x^f)^Blix^g) + ce. -t- C, e si deter- 
mineranno al solito i coefficienti di Jl, Jì ec. 

Ef. Si dimanda T integrale di 7 t^^ — 5T^ • lo 

j|^^^_ • -^rfx , Bdx Cdx dx 

decompone in •+. ^^ =s 5 — . 

"^ ^ Af a-^jc oH-x (a^— x*):c' 

e operando al solito , trovo 

-rfii* -f- B« Jr-^K^xjTx 

— i-4-Ca— -^ >=sc; dunque 

— * e < 
jt L R L r— . 2^ rfy 

a* ' «a* ' M^ • ^ («* — x^)x — 

ix dx ; dx . . . 

graie è ^ i — r— '' — SJTJLlf ^ ti = _ ^ 



a fi* an* , a- 



è'iTùSl^)- *' ^~^«^* P^'^^yS 



x^ 



92* I iaHori dei defloaiÌMtor j^ ai $0» 99f posti 
reali ed ineguali : te alcimi fossero eguali » ed 
( X •«. a )* esprimesse wn numero m di questi fattorii 



6* 

iì rotto %\ decomporrebbe iù -^— ^ 4- —^ + 68* 

>>--|-5^^^ ^^ c'^determinatì 

i coefficienti come sopra , s integrerebbe 

.^ilr — ^x-+ m ^x-4^ ec> o id generale 

i:*//x(;i — «)"'**^ facendo JC*-acc:5* 

Es. Sia da integrarsi ^^^^^^;,^^ ^ T' 



*i- ^ — -»- **-r -; — • onde J^siz^ 

B:^: — ^ t=:*, Ì)=:: — i^ JFr± — l; e però 

(.y3 \^\^^^^^2)dx tdx \^ {1^ jx') dx _^ 

^—^ — , ^\, ! per integrare il rotto --V^ rr^^ 

faccio op ^-* I =3 ;5^ il chc.ló cangia m — 



4^.=^ 



-5- — 2 — . la cui iittegirale e — • — -^ ^ 



. e tratundo cosi l'altro rotto, 
X*- 1 4 ' 

, ' ■ • ' ■■ ■ f 

trovo per integrate totale , a / ai — ^ ' " V -+* 

93, Se vi fòisèrò in jQ, dèi fattóri itxinàaginarj ^ 

esprimendosi un di essi con oq •4-tf-+-i>^— i^ 

ve ne sarebbe un altro della forma ^-Ha-^il'^-* i* 

Dunque il loro prodotto jc^ H* la* -4-*^ -f-flf 

iarèbbe un fattore reale di Q^. Perciò si detcrmine» 

rebbc il fattor reale del secondo grado x^-4*2 4*1J 

-ha^'-hÀ^, ó jier brevità jkf*-+*wx-+*rf, e poi $i 

{Ax^-B)dx ^ j . ^ 

SMpporrebbe che -r-; ;; — ' fosse uno dei rot. 



6i 

ti parziali Ài '-^^ t ^ si avifebbe A t £ come so« 

t>ra • Quindi facendo iV -f- — ss % ed n 



nt _^ j _ wf* 



h'h' , il rotto diventerebbe L4'*^-?^>45 



4* 



2 »-ir oo 



w^'iiiS B*/ft /r^A'zdz A 



HTi ^^ rT"T~rrL> V Ora 



zz^h'k'^ zz^yy: ^'"^ fz^^b'b' 



A 



% 
dz 



tir -;r >i ^nro Ji ròra/o ia cui , Miar^f «/i^ ip' A (8S) 

^=^ -^ X ^»'^ ^fi^ |r -h C ; perciò si avrebbe 
f integrale ccttata * 

Es. Sia (^^-?+Ò^t ^ ^ii^ 

il che tt^utsiM rotto nel seguente -J-^ *^ -~A_ 

•*** r?— — --t il t^i imej^ralé è -L ifiU^z)^J^ 

Ki '^Z^)^^I^^Ai^ct> tàìi£z^C , 

d:id 
Sia. anche '/ '" V ' ^iV ^^r '^' ' • > ^ tlld iì 



fiduée - ^^ i^x^i)dx .v^A? 



*« ■***^ / - • — \2 H* 



Per integrale quest* ultima quantità , faccio Àr = j^ 

* j. . «^« ìdz 

-^ T" I € diviene ^^ -^ -• , U cui ^nte- 

4 *^***4 



gralt , fitto Jl'as t , ^ = ^ , sari | /( «' 
valore di 4» si trova per l' intera integrale Ix—» 

f 4. lofine se ^ abbia uno o più fattori di que« 
(ta fonna (x^-f-a^r^-^ )^> si supporrà che il 
rotto parziafe provenuto da questo fattore sia . . • 
/ii jc**"-* H- J? ^*«-* H- ec. ^- K ) V 

^*C \x^^ax^br — ) ' " ^''"- 

mineranno i coefficienti A ^B ec. come sopra • 
Quindi facendo x = :c — - -^ e sostituendo i il rot^ 

lo diverrà ^^^ , ^y x m ^* che 

pu0 decomporsi così , Kz^y.y^y, ^« 
^•^a«-a 
7J^ dZ'^^ te. : ma i termini ove il nume- 



ratore ha una potenza impari sono integrabili ia 
parte algebricamente e in parte per logaritmi (sS);. 
e quelli ove z nel numeratore ha una potenza pari 

essendo delta forma . # 2 V, yu vm posson ridursi (88J 

a % - / r# ciec posson integrarsi in parte aigeivi» 

camente e in parte per arcbt di ciscok) ; dunque 
con questo mezzo si avrà 1* integrale de) dato 
rotto . 

9f • Per rischiarare questi varj metodi « ecco un 
esempio che tutti gli comprende • 






— . Riducendo «Ilo 



Stesso denonainatore , si troverà Azzz — » J9s=:«— « 

— — ,/r=:i-^l=:— .i. e il rotto propostò 
2x ( I ^^x )dx [X'^i^dx 



/{ I — X)dx III 



'xdx—dx l. r^ %xàx X y*. ^ z 



/>xdX'--dx t, /^ %Xax t j^ 

6( *^ +7) ~ iry **-4-« ■" 6v'«/i*»H-l[ 

= ±/(«^-f-i)*-. -1_. .rfrc /a«^^- ....... 

... ^ , — 5- — /^ ^,y • bisogna proporsi éi ridtir* 

4(X*+1)* 4(1-1- a:*)* ^ mt sr 

-I- a f x^ dx{ i H-Af*)"* ; dunque / «* 



re 



l-+-Af^ 






** . ■ r 

rìduceddo la prima alla seconda (87) , / i 

X* )'* r= — JC (1 -H Jc* )"' H- /^x (1 

dunque | <i*(H-x* )~*s=ar(i-Kx*)-«H- A* 

Jx ( I •+• X* )"* ss: -^^ — j •+• i 'Are tang x . Riunen* 
do dupque tutte queste integrali, sarà • • • . , 

12 8 "^ 2 a: 2Af 

_ 4^^rt0 «^ J ^y^ /^jjrgr ji;. .^ _J_ ^y^ ^^,-- J^ 

C. 

96. Dunque ogni differenziale frazionaria e ra- 
zionale è integrabile o algebricamente o per Ioga* 
ntuni o per archi di circolo . La sola difficoltà con* 
$iste nel trovare i fattori del dcnominator Q^: ma 
questo è piuttosto un difetto dell' Algebra ordinaria 
che del metodo dMntegrazione « Se dunque un rou 
to differenziale potrà rendersi razionale ^ saremo si^ 
curi di trovarne T integrale. Ecco alcuni casi in qììì 
questa ridu;^ione è possibile. 

97* Sia primieramente una quantità con soli ra- 

dicali monomj , come f ^ . I — -l: — jaxi n- 



dotti i radicali allo stesso grado verrà « • • • 

dxCVx^-^xy/x^^x^] . ,^ " 
■ ,^ ^ — .— 1- — I ^ — ? ^ e fatto ^xz=zz ^ on* 

12 

X'^y/x^ 
de xrsi**, J«=3 ia^"i/:^, la differenziale diver- 
rà razionale e però integrabile* 



. ^5 

Sia ora X una funzione razionale di x ; per 
tro vare. r integrale di dyz=:Xdxy/(^a^hoc-\'... 



ex^) — * , cerco i due fattori di a'^tx^cn^ e 
se son reali si troverà x per la nota formula , e 
quindi dx, dopo di che si potrà integrare. 

Sia per esenopio dy ::r:dx^ (db a* ^^x^) ; sì 

farà H-/i*!=jr*— 0~L?:±:.llL=l5^^) 

lai a - » - ti ■■4 ■ #» i 11^ W III I ' " ■■ r MI IB I M ■■.■ ■. ■■■ ■ ■ I tw ^ ■' " ■ " ■ ■ 

-rr-~r-- =? «* • onde ^ — : ^^^ ^ ^ , Jjc == 
=AJl44 . e V (±: a»q=*^ ) = 4f^ ; dunque 



-* a 



dy z=z "Tr,^—^ — -j- . L' integrazione della formula 
col segno -H « ha riducendo f dz^z^ ^ly 
fz^dzik^^iy^ (90) j il «he la cangia in 
f z'^dz^z^'^ ly^ 9 onde poi riducendo questa 
7k Cz^dziz^^i )-* (Sr), « trova %a^ Cz^ dz 



%a^z^ a'-z 



-4- C , ovvero sostituito il valor di:s, f d ny/^a^ 
— ;tf * ) :;= _l-i / •+• a* X art; tan^ y — — — 



C. 
L'integrazione della formula col segno ^^ si 

ha col solito metodo (91) , che dà / — r-^^ — r^ 

J (»* — I )' 



vero sostituito il valor di ^ e osservando . che —i-- 

a — I 

I 
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^ ^ 2 2 a 

Sia ancora dy=z^—--J^'^ i fatto come pri- 

ma ^LZ1^=::5% «ara ^y= -^^ , ed y— /^^-I~J 

g$. Se i fattori di a ^ bx '+- cx^ sono im- 
maginar] , bisogna farne svanire il scèondo termine 

supponendo x +* — = :5 i e allora Xdx ^ [^à^ 

l;x '^^ c x^) diviene della. forma Z dz\/ Iz^ '^ 

b' yy^ ' . Sia dunque z^ -^ b' b' =i Si, onde fatto 
nella nota formula a zzz i , Atsziu ^.h»xk :& = . 



• • 



"^—^'^ e ^«= ~" (ì'^'h-k«), dopo di che 



ZU ^ 2U 

si potrà Integmre . 

Co.^ì se sia dy cr: dxy/Qx^ -Ha* ) t avremo 

du 



.a ^a 



(«*H-rt^), V(*^-H«*)= ^^-=^. onde dy 









--- lu: ma ^ , =:( H I 



« 

V(x^-4-fl*); dunque y = C-H -^ V(»^-+-«*)-H 

2 



é7 
Melodi di tutelar per Serti . 

99; Quando una differenziale non e suscettibile 
d'una integrazione esatta, si ricorre alle, approssL 
inazioni, e le sene sono allora uno degli ultimi 
compensi . Infatti riducendo in serie una funzione 
X della variabile x , si avrà una serie di termini 
rnonomj , le cui integrali riunite daranno un valore 

approssinaato di / Xdx . Per esempio , si sa che 
l'integrale di ~-^ hl(a^x) e che ^"^ 



dx xd'x • x^dx , /^dx 

vero /C^-Hx)=r ii% ^ + ili _ ce. + C. 
Ma se si fa 5C=:o, sarà la cpstantc C^rla; dun* 
que /(a^.:v) = /«^- JL -- if- 4. .fi _ ec, 

e per conseguenza l(a — Jc)=s=/fl— A ^ ÌL_-. 

•— j -— €c. Supponghiamo — =: , ed avremo 

ì;^^ ~ c<^- i dunque- /( aif.^ )=:/«4. 

Jipr, "+* 2-;gH-^)2 -+- ce. -, «cne tanta pju convcr- 
gente quanto sarà z nàinor di a. Per esempio /ii=; 

'('?+') = ^^0"+-—H ^H-ec. = 2,397 ec. 

Se si ha ^jy =:: , alloca y^zz Arcotangxi 

dx . 
ma — --^ ridotta in serte dà dy z=:dx — x^ dx -H 



# • • «r 



6t 

dfi* J jc — M^d J? -4- ce. ; dunque y ovvero Arco tan£ x 

Sia y un arco . m il suo seno> ovvero >=s: 
Arco seno x cioè sen y zsz x ^ si avrà /2 j; ss • • . • 

^ ■■■■ z=sdxC i — JC^)"Tt=:i;c( iH^-L JC^ 

H*. Ili K^ -f- LlLi ^^ +. ce. ) . Dunque y ovvero 
2«4 2.4.6 ^ 

a. 3 ^4*5 a. 4.6.7 

ce. I integrale a cui non vi è costante da aggiunge- 
re • Sia ^v =:s 1 1 e la circonferenza ss ;r , sasà y sa 
n i.i I.3-» «-JS-i o 

a • ^' "'^^ ^^^""'* TI =?= 7 + JT^ •+• 2.4.va' 

1.3.5-1 

T •+• ce. 



a. 4.6.7. t 

100. Bastino questi esemp) : ma il seguente Me* 
todo di integrar per parti dà delle serie più conver- 
genti. 

La formula d{X t)^s:zxdZ'^S^d x , dà xz, 



fxdZ'+'f^dX; dunque genetalmerite / a 
•^ fxdz^ e pasta iScs A* funzione qualunque di 
x^ si'avrà dz^dx t fxdnt=&X x -^ JxdX. 
Sìa dXzszX'dxi òun^xxt fxdXszfx'xdx t 
fatto xdxssdz onde— sx z ^ sarà j X'dz^iist'X^z 



-/' 



, ^ «,—-*. * Sia tó'=;SC"<i*} 



2 



dùnque "^ — . — ^ = •i , e fattp x^ d x 

t=z a z onde. — is :t , sarà -i — •■ — =5: ^ - — 

^ — * — : — X* — / — — J J[^ , ce. Sostituendo 

questi valori nella prittìa espressione, si ttov^fxJx 

* a. 3 2.8.4 ^ a.|.4. j 

»f*'" — ^c. , ovvero supposta i/i? Cost.inte onde -j-* 



f 



2 . -^ i=ij:s _- jr»c=--^, 6C,, s, avrà 

ce» 
Es. Sia JTsa: -^ ♦ si avrà 



;5Tr =^ r — r"^ > "T*^ — ^=^ y " ". L »^c. Dunque 



/. 



^AT AT Jt* X^ 



X ^ , «(a-+-x)i Hfi"^^0* 



X 

ec. *•♦,*. -if- Ci ovvero /(a-+-*) zx: là ^ 



^ 1 — '"'^^ .'; • •+• "*"-"" '"-** -=h ^ct , dòme SI e 

già trovato < 

101. Sia ora dy±::tn(à^x)'^''^d^, h tui 
integrale è ^ ±=: (4 -H^)'"' ; sì aVtà ^ sd m (a -H 

;^fj«— 1) (»«--*i2) («-hx|'»-J, ec. Dùnque y, 



\ 



7© 
^Li-! — iÌAr^(a4-;c)'»-»H x^(a 

^^)m.5_ec., c fatto :s^=:o, verrà C=a«, ed 

, ^ m(m — i^ 2/ 

;c)«-*^cc. Facendo «-f-Ar=::5, avremo ^^ = 
(:5— x)«H-»i;c:^«-» ^ ^X^Z"^-^ -ir ce. 



2 

onde (:5 — AT^s:: Ji^'C I •+• —^ — ' 

>> X jjp 2.2* 

Mrrt+i)x^^^^ . dunque se Z'hx = b, avremo 

io«. Per trovare il valor di ^ =: a* differenzio, 
ed ho dyzi^a"^ dxla (52). Dunque Xz^zA^'la^ 
dX ,2 ddX 



«""^^«f 7-^ ==«*/* il ec, il che dà y = a* 



:vA:/*a ., . j^^/a^ 



= C-4-«* x/a— If— ? fl* -^ ^-^-^ a^ — ce. Sia x 

2 ». 3 

= 0, si avrà C=: i , ed a* = i -+• x/«. a* — 
-: a^ H- ce. ; dividendo per a* , verrà izzza 



-jf 



t - 

X X I (L ^ > 

xla-^ H- ec. Dunque a'^^ss a — A://f-f-. 

— ' — •— ec. ; e per conseguenza , ^ supposta x posi- 
tiva, le sue potenze impari debbono cangiar segno^ 
il che rende la serie tutta positiva cioè 0*^ =s 1 + 



XI a^^ -f. \^ ce. come si sa a altronde. 

IO?. Sia y Hiì arco qualunque e jc la sua tan* 
gente; avremo ijy^= ^^ (88); ma siccome de* 

terminando JT , — ec. la serie e troppo complicata, 
P^"?^ ZZZI = " ^'^^^ - rTir^=^^' dunque 



/ ^ 2^2 • ^ 0"gO ; . 2x^ = ^ onde — 

, \ — rrv ==:^«, e fatto 2 x^Ìat =: ^:5 onde 

s=M onde ,. ' . ^».^ = ÌK. e fatto 2.4x*</ji;=iJs 



3.5(1-4-^^ ^ J \ 



2.\.^ x^àx 



X 



ce. Dunque Arco tang x zi=, y ziz: — 



ce. Dunque in generale poiché x=:tang y z=z^-^^ 

costituendo e rtducendo , si ha ji =r cos y ( sen y 

2 t .24 « 2.4.6 - 

^ 5(?w* > -f. —-. sen^ y^ ..JL-. j^^^^ 4- ce. ) 

* ' J « 3. $-7 



7t 

ce. ) . Se j; s=: 45® » sarà la circonferenza jr 



4 [ 1 ^ — -t- • ■+• H- ce. ) • 



DelC Integrazhnt delle Differenziali Lùgjnritnticbe 

ed Esponeni^ali • 

104. Per integrar la differenziale logaritmica 
Xdotlx^ supptpeado X una funzione di x, sia 

y z=zlx ^ e dz =1 Xdx : si avrà j Xdxlx = .. . 

fydz^yx^J^zdy^iUJ^Xdx^ filila i 

dunilue T integrale della quantità proposta si riduce 
a quella di Xdx e di -i! f Xdx . Si potrà dun- 
que trovarla colle regole precedenti se 1 Xdx non 

contient alcuna transcendente » come logaritmi, ar- 
chi di circolo ec. 

Esempi . Sia X s=: x* ; si avrà fx dx :=: z 
— — - , • / = . . . 4 i dunque Ix^dx. 

Ixss— . — i /a;—- ), integrale che non 

i soggetta ad eccezione fuorché nel caso di » =: 
— i: ma allora si ha / Ixzn flxdl x mot 

Sia ancora X == , -^ ; si avrà / m 



X 



I -^x 



/-^=/:-t:^='-'<-«) 



^)=^-*-/Ct^*). 



/'*dxtx Ix , 



iT^Jf 



105. Per integrare dXfxù farà coiii^ prim^ 



:Xdx 



f 



di ponendo 

— ~ ssdX" , vtttkJdX''l'"'^ x ss ^''/«»a X — - 
( a -- 2 )JZ—J^ l»^3 „ ce. Danquc pi X l" xs^ 

' ^ S " ■", ' ^ r.'"^' ^ -*- "• • «P«"'0"« che di. 
pen^c solo daJl»iQtegrazio«e di quanfitè algebriche 
e che.iivra u.i num„Q finito di termini se n sari 
intero e. pt^mvo . 

Sia per esemplo' dXssx^Jx; sarà X 






• • • • 






{m 



O^ ' '^^(^qpfV? «^- Dunque fx'^dxl'^o^ 



(w-+-i)*~ .*^ec. ). Il solo caso ebo 
sfugge alla regola generale ^ quello in cui ««=: — ( 
e allora si ha fJjLlnxzz: ^'"^*^^CU'*) 

1 06. Questa formula li applica, egualmente ad 
V negativa ; ma avendosi allora per integrale un.v 
sene uififliia, ?ccp qn filtro mcuo d'integrare. Sw 
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la quantità rr^ clit riduco alla forma Xx, '^(Tyti 

fatto Ix z:^ Uy sarà / ;c == fi e — =s in i onde . . • 






X 



u 



* 
dx 






.Xm» 



• > • » - 



xf' X 



Se ora «a iKXx)ssJC'dx , 



il{^X'x)=:aX''dx,iÌ(Jl^itynsX''*dx te. , avre. 
mo poDctido n — i ssw.yL^^ilI ssj*^^, 

formula simile alla prima e che si integra perciò nel 

/A a X "^^JCx 

(/*> (» — 0' *^ 



••*« ee. fino a un termine lekelia forma 

r — - ■■ ;", '" * ■ * *■* ■ ' I - >r M« ì -- , - 1, / ^ là CUI 

IL»— i)(w— 2>(w— 3) . . . 2 . .1 y /a: 

integrazione , 3e è possibile ^ darà quella aella for- 
/pula própoica. 

Sia per esempio JTsrt^è*-; avremo <i(Jr^ìit= 



75 
( w 4- 1 )«" , -r''s=: ( w 4- I )* X" , X'"=(iif4' ip»* 

ce. , dunque /i^f^==: pf!!.' (/x+^±£/*^ 

graie si riduce a quclta di ?ZiÌf . Ora fatto :c*"+' 

ix 

= K, sarà — - — ss .—- differenziale che si inte- 

ix lu 

gra sol per le serre, come vedremo, fuorché nef 

caso di m = .-. , ,. poichcr allora fi— zsz —^ x 

J xl^x 1— /r 

107. Debba ora integrarsi la formula esponen^ 
ziale c^Xdx, Osservò che «*<i;»/«=4(«* )(ja). 



onde fatto «*Ìje3=i«=Ì^^, sarà a= -2 

la ' /■ 

perciò ya*Jr i * dìr/'jris sss» JT— A «I^JT 



X 

- e 



la 



^fa* dt. Sia <f JE 3= X <i X . si aVrà 
fa*dX=s.PfiXdx-=. fx'ixsx X^Jk-^fidX' 
=i -j — ~~ i~ / ""'^^ ^c. ; dunque I a* Xdtt r=», 

P+. X ' I oTX dx che sarà almeno la pift 

semplice delle integrali tFasceodeolr delfg sua ip^ 
eie , se non è suscettibile d* un'integrazione e$atta> 
Se la formula fosse oT^Xàx^ fatta a^=a^,'sr troverete 

be egualmente /a**^J«rs=:^ f X—.— — cc.'%c. 
^ J mla\ mia J 



?8 

iòS. Se è e il nùmero li cut logarttiKo =!: i i 

ti uJfXà X == e' ( Jir— ir rH X" ^ JT": -1- X"^ 
•a*t. ce. ) . Sìft per cscitìpiò JC:=zx ; sarà JPcsziix 4 

fcC- donquc Jl"" x"" d X =: é^ (x^ ^ fi x""'^ •+-«(// 



tosi SI avrebbe /e x dx:±e y.^ 



._ I 

^M« • • • 



—^-5 f-cc. )* 

109. Per trovar r^ , poiché le date regof. 
le dÌ<rchgono inutili , riduco ia serie ed ho (lofij 
^ÙàisséJL'i^iKÌd^ fEi:* /* a -*- ec. ; dunque 

dx . ^ ■ . .,. ... ** ^ ** 



J X 2 . « 



4* ec; Sia #* =3 « , «ì avrìr *.l^ =s ^ ì dififcrttì, 
aliale di dna quantità trascendente che sarà eguale 
alU «crie infinita C-i^ llz^lz^?- — 7 •+• rTT**^ 

éc : e poiché r^ = //* (4«) =y . ""7 ^ 
tn/z.^ ssfzdyzszy'-yydzzszlU'^ 

fìlzdxi, e peri /7/a<i«ssa//a— /^ , iat«ì- 

graie che pur dipende dalla quantità trascendente 

/dz 
tt: 



■^ ^. ...... . 7Ì 

'. Ilo. Quando le precedenti rérole non abbiati 
jutìgo , la quantità esponenziale six ndùrrS in serie? 
per la formula a* = i -f- a / .^ -f. ec. ( à04 ) e sarà 
tacile d'integrare. Sia dy -szx'^^'d x ; si avrà per le 

serJe,^^=:^^Jt(^+//;y/x4- - — ^ .4- • 



*• 2. 



a. 3 



^+- ec. ) àn Jx-^vjricdxlx'^ x^dx I^X'+' cc.^ 

1-1^ cui inttghle si trova f)Sf rhcrzo di (Juella'di jf*' 
^/Jf/'jc ( .00 è si Ila yÌ'"*<i« = x( I -^ ^ -♦* 

ZT-^ ce. )^mx^lx[ — ^ ^ -J^ 

4 Vi « 

m^x^ \ , m}x^l^x / i^ mx m.^x^. 

èc. J -4- ec. che iiel caso particolare <li :)c = i , si 



m x^ m 

1^ 



riduce alla iene convergente i jì- •— ^ -+- —7 — -5- 
•=4- efe. 

. Djsir Ihtégrazioiìé delle QuiniUà Jifh^enzJail 
ove entrano Seni , Coseni ec, 

iif. Poiché dxcùsx:zìfdsenx, e ^^^d:i:Hnòc 
^dcòs Jf ( 28 ) , è cKiato ciq i dxcosx =r je« x è 

the I dxsenxzài'^^còsxf che j d y cos n y 



Èén fi 



che jdysenn^zs:.'^ ^^^^ ( iS } ; eoe 



«-+^1 



i 4 coy :; jfw^;^ = -— -~ — - , e che f d :^ seìTi X 
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eoi^ ;& =st — ^ . ■ ^ ( *S ) • Similmente so sr <fo^ 

/i-f-i 

V€Ste integrare dysenyaosay^ si farebbe senycosay 
5= -^ — j<« ( a -4- I ) j^ — -— jfn ( a— I Jl^ , e T intc- 

«ale diventerebbe— — -7 — - — v^-+*'T7 TT" • 

1 12. Sarebbe io stesso per dx seti x sen ax ^ 
dxcosxcQsax cc«V ^ ^i tratterebbe colla stessei 
facìtità dx sen X sen ax coshx ec. riducendo questi 
prodotti a $eni o coseni seoaplici per cneszo dei 
valori di sen a cos b , sen a sen b ce. Si potrebbe 
dunque fer uso di questo metodo ' per integrare 
dxsen^Xt dxsen^ x ^ dxcos^x ec. : ma riesce pi^ 
semplice V integrarli nel n|io4o che segue . 

113. Poiché dxsen xzi^dx senxsen ** » e 
dxsenx:=:z^^cosxz=z z i fatto sen xz=zy^ sa^ 



ra 



fdxìen xz:^ f y dz:==: zy ^^ f Z dy 

cosxsen «-+•(» — i ) /i\» /e» xcos^xss 

'•^cosxsen x^{n-^ i) f dxsen x — | ;^ 
— I ) /i X jf»'^ X ; e trasponendo , AÌ jc icti?^ 



— ' — [ dx Sin ^x: dunque* 
cosx-sen * j. 



cosxsen x , 

•— — . ^ — - — -f 

II 

anche fdxsm^'^^x 

— ^~ i dx sen "* Vf i onde io generale fd 

\^' ' cosx f ^n^ì^ « — I n*^ 
ss -* ^r— - Isen x-^ xw -^ y -*-.•. . 



1^ > 






,,««-7^^-«. ...^ (>/'- i)(«-3) •. - . a 
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(/l— 2) (ii-4) («-*) (1-- 4) («-») 

(^2— 2)(/l — 4) . • . . 1 / • 

formula che ha luogo solamente nel caso in cui n 
è impari , nel ^uale T integrate non dipende da al* 
tro che dalle quantici^ cos x ^ sen x . Ma quando è 

pan 9 1 integrale sarà — / sen a;-+* 

,,„«-8 j, ^_ ec. V . . -4- ^iHlZjll^nJ ** 

/ !2 « 4 • • • n 

cioè conterrà Tarcd o quantità trasceadeote x\ F<r 
esempio , / dx sen* xzslC — — - f sen^ JC «+• . % • 

-H — -• stn^ X + iwx)-+- — — X • 

4 4.2 6 .4. ^ 

114. Facciasi a: =90^ — Z\ avremo i^tri — 
//:5 , sen x^=:>cosz^ ^ cos Xz=zsenz ^ e j d zcos Z 

n \ n-^z (n— 2) (rt— 4) 

^ LL-^— 2 Il ] $t n t impani e se e 

C/i— 2^ (n^4) ... I / 

4>ari, 1 ultimo termine =: -f- 5 -^^ — ^ — ^ Z% 

nCrt«-»2).. • 2^ 

dy cos^ y =i C-f^ — - r cof* y +• ^— 
£:oi*> •+• ^^ J ; e f dy tos^y =it C H^ ""T^T ^^ > 



115. Sia ora da inrcgri^rsi dysen y cos >'; po|- 
ctó dlsenPycos9y )=:pcos^'^^y senP' ' y dy^qcos'f-^y 






UnP "^^ydy ( 28 ) , sarji 7 ii y seif ^ y 

quc fatto f — • I =pi I 3 -h i =?= Wt \tt^'^ J dysen "y 



W/-+-I « — I 



seti^^^yi sostituendo t-r^cos^y in vece di an^y 
e trasponendo ^ si h^ / dy sen y cos y 3 



• • • • # 



jc/^ y Ì.UJ jr ^ — _ I d y sen y cos v 

m^n m + nj 

sen V / w — I .1 % ^ox ^y , 



^ ii.^ ri., ^ >£. -[?• eCf . . • • T H~ . » • . «^ 

• («~i)(»~3)>>>^ y se „ è impari, o fino alPuL 

timo termine -H 4?S^"— r"^"^ p:^««-:K. 
j^ ;* è pari, 

1 1^. Facciasi j|)i 3= 90^ — « 1 avremo /^^ roi*"? 



stri^ %z=zC^, r ( ^m 



cos'^^^T^f «-r-i , [n — l)j<f«''"^^ 



K 






• • • • 



(iL^iL(-S=ZÌl - ' ^ ì se « è impari,;, e fino al 
( /n 4- /l'-s ) . . . /7? •+- i / , ' 

termine -+- 5^ ~7--~ r^— — ^--ir" » *« ^ P^^* • 



8r 
Per esemplo , la prima formula dà f dy cos^ y 

sen^ y zizC^ sen^yQ cos^y -f- — ) =& C'H 

8 ì , . 8 

^^^^Xi — "^scH^y^i e la seconda f dy cos^ yseu^.y 

= C— ^ — cos^y {sen^y ^ — sen^y + — ) . Biso- 

8 • ... ^ . . . > 

gna dunque che o questi due risultati siano eguali ^ 

o differiscati solo d'una quantità costante» che nel 

^ i . . ' ■ "/ 

caso nostro è — , riducendo tutto in sexii,, osser- 

vando che roi* =( i— jw*)* e paragonando i due 
risultati fi 

' 117. Consideriamo ,ora i rotti net quali entrano 

seni. ec< , « cominciamo * dai più semplici — ^ , 

dy dytoiy dyseny dy 

cosy '. ^^y\. * . coi'i/ ' senyiiosy 

il ^primo »- ss — r-y*— ^2=2 ' — •rrrioi] 

*^ sta y sen^ y ■ 1 — caf* y ' 

^\dco^y,_ iicosy . . __^ ' /^^^ 



* ^ ; dunque /- .^ . . . 

easy,,, ^ I— coj.y . , J Jc/i^^ ,^^ 

90^ — :5, avremo' <?y ìtit-t^^S, jw. jv=:cq^ ^ j dun- 
que il secondo / ^ sbs— «f/aMp (45?-^-;'^ ) 



/ co# (45** H- — )-=» /^iw»? C.45«\+. li ) . tì terzo 



/dycosy /^disenyf ^'^ ' ' r\ 

fcny J seny , ' ^ V -• ^ 



Il quarto /ZÉ^I^y ^ r=U^c^JÙ ^ - l cos y 
— Isecyzi:,! dy tangy. Il quinto A-- ^ 



,. ^._ ^ ient/co'fjf 
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I a stnif , J cos^ytangy 

'^ ,cos y , 

Ii8. Posto ciò , ctrchiamo J ^^J^y ' - Poiché 



/■ 



cos y self* - 'y 



n — I 



Cdy seff*' *y , facciamo « — 2 = — m ovvero w 

,^ r dy cosysen^'"'''' 

2 — w, ed avremo /-j — 



sen'^'^y m/^j^ 



T ày ì r dy _ cosy 



—- *x. T— — -v; ; — -,« ;■" -4- ec» I 

(wi— 3)j5/r«-3jy ' (>« — i)[m'—s)sen ^y / 

(m — i)(/n-4 >...i / " dy ^^ 

fino al tcrmmc + ---- — s > ^ rT : / " ^„ ,. — 

U^2)(m^4)»-;iyM^^^g| 5^ ^ j impari, e fino 

a , fr-^ — ^-T — . - se w e pan . 

119. Suppongasi 3^ = 90^ — z^ e, ja fòrmula 

- % j ^ /^ d-zr e ' ^CT? a / * I 
precedente- darà / — — - ars * f -■ ^,^,| ^ 

; f m — 2Mm^— 4)... « senz ^ ^ s 

fino al terifeme 4-.r- — " ^k '- ' -' ' ^v — t j:r^ ^^ ^ .^ 

. ^ . . . (m — 2)0/77 — 4)... I /^< 

pan, e fino al termine -+-f —^ ; i^ 

f. V. . vm— I) (m — }),.-2ja 

* ( m — ' 2 ve m — 4) ... 1 - ^ o . * \ 

J e 



m e im- 



^ . ?.x 



à..i.cis7uJ 6. A.»- a 



6.4.» 



sa 

130. E dunque facile integrar la formula 

~ — r — ; poiché se m è un numero impari 2^-4-1, si ha 

senry 

-^ =• ss - — T ( « — sen^yy che fatto 

sen'^y ^ serrg 

senycrzz , diventa z^^dzil — z^y integrabile ^ 

giacché qui i è numero intero e positivo (gg) • Se 

m € un numero pari ^k^ allora — ^^ — - — ^ =r 

seiry 

-:i— s^-^ , espressione che sviluppata s in^ 



scìv'y 



'/-• 



T f_L r^ysen^y C ili ^ 
Lo stesso sarebbe per / ^ ■ ' e / =— -— : 

^ U cosy ^ sen'^yco^y 

onde é facile d'integrar le difiPerenziali ove encraa 
seni e coseni , quando esse son suscettibili d' inte* 
grazione . 

Delt Integra:^one delle Differenziali a più Variabili . 

111. Se r sia una funzione di più variabifi 

«, y, « ec, le differenze J^T di T per x , d^T di 

T per y , d^T di T per z ec. 9 le quali si hanno 
f4Cendo variar solamente mxoyoztCj si chi<t- 
mano differenze parziali dì. Ti ed all'incontro le 

sommey ^Tdx , f^Tdy , f^Td z ec. che sì 

hanno integrando per ar o per y o per z ce. , cioè 
considerando come variabile la sola Xf la sola y, 
la sola z ec. , possoii dirsi s<mm§ parziali di T . Ta* 
le è la notazione che adottiamo per le differenze 
parziali ; ella ci sembra più espressiva e meno equi- 
voca di quante ne sono in uso tra gli Scrittori , i 

più dei quali indicano con T^dx.'r-dyy—-'dz 
* dx dy ^ d^ 
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ce. CIÒ che noi inténdiumó per J^T ^^T ^Ì^T tCé 
Si osservi inuDto, come per principio fondamentale 
di simili differenze, che supposto 7s=s(p(;c,y) 

(i), sarà /^r=r9(A?4-/ix,y) — r(6) e ^J^T 

zszi^[x^dXty-^dy]'^^T--^J^T : parimenti 

J?^ Tzszif[x^y'^dy)^ T t d^à^Tzszq^^x-^dx, 

y^dy)^d^T'^tf^Ti dunque /i^ r^ /^i^r- 
iza, Data pertanto una differenziale Pdx^i^ 
Q dy z due variabili in cui P , jQ. son funzioni di 
X ^y ^ se r ne sia l'integrale» avremo dTzzzP dx 
'+* Sldy ; dunque supponendosi x , jv indipendenti 
Tuna dall'altra, si potranno formar le particolari 

equazioni d^Tsssfidx,d^TzszÌldy: e poiché 

d^d''T=idxd!^F ,^d^Tz:::dyd''Q t ^d'^Tzn 

4iVr(«i), szTÌidxdyp=:dyd''ilc^ =^ 

d^O 

— -S- , cioè una differenziale P d x -+• Qd y sarà esac 

ta potrÀ integrarsi ie la differenza parziale di P p^ 
y divisa per d y eguagli quella di Q, per x divisa per 
d X . 

Dunque i*! giacché ^TzzxVdx , ^Ttsiildyi 
farà d^T'+'^ TzSil?dx'^Qdy:=3idT, e in ge- 
nerale da K, funzione di x ^y ^ si ha sempre aV 
-4-^F:5?ir: «^ se varj la sola X e poi la sola 
y, »arà K Tc&f^Fdx^e.ll^. Urs^J^ Q^dy 

-J-C e potrà esser C=c3<p(y)» Cr=:4)(Af): 3^. 
le due «pressioni / ^fdx^j^fldy avranqo Q(h 



Mtml tutti I tetmìrti ove si trova xy ; onde i tcf- 
tnini nùn comwti iti quelle espressioni contcri'anno oi 

Scn^a y iti fPdx^ tA y senza od ia j ^ Q^i y 

(i)); 4^ poiché dalla L equazione si ha /2^7(=3 
!ldy):^dy/^^Pdoò *ì^ dy<p'(y) iit) , dalla IL 

d^T(^ P dx) i^d'^r^^ dy -^ dX(p' (X) ^ sarà 
( 42 ) cp ( ^ ) :rsy( je ^ / - ^7^*^^ i *),((>( a: ) r^ 
flpdx^d^^ryHdy), e perciò III. T^T^Pdx 
-^fi Hày ^ ^J^'^Pdx) , IV. r t^J^yq^dy 4- 

fiPdx^d^'Jyildy). 

1 2 j. Per render più comode qu<fste ititegralì * 
chiamo S i termini cornioli o simili , e D , jD* i fiori 

comuni o dissimili in / ^Fdx , / -^^iy (x:lt. 3°)* 

ondt f^Pdxzi^S'+'D.f y^ldy =^8-^ Jjf . So- 
itituiti questi Valóri cella somma della IIL t IV« 
equazione , verrà à ^Tsi; D -f- /)'-+- 2 S' +• f(Pdx^ 

tlly)^ nj^D^ifSJìc^d^tì'^ d^S) : ma .. . 

l\pdx^Ìldy)tsif,J?S^d^S:±z issiti* i^)i 

4>^D==30,/^Zy==:Gr(iai. 3^) ; dunque fasi) 
-4^ D -t- S * cioè r intigruU d^ uHa differmzialé esatta 
P d X H- Qd y ii JÌ4 ^4i//tf somfne parlali di P d x ^^r 
% e di Q^dy per y, pr«i K/ia sola volta i termini si* 
miti. Cosi giacche la differenziale {%x^ ^ 2bxy 
— ìy^ )dx-^ib^'^'-^ ^xy '^}cy^ ) dy h esatt* 
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trovandosi £l.=i ^ =:2 h sé — 6 y , integra 

dy du 

ix^dxr^ibyxdx'—^y^dx per x e viene **•+- 

hyx^ '•^ %xy^ \ integro bx^dy — 6x:yJy-H 
3 cy*^y per y ed ho * x* y - 3 «jV* H- ^^^ '• ^"• 
de T^iD^U-^SzjRx'-Y-byJ»^ - jr^-H 
i;jy3^-C. Ma poiché talora è neccssak-ia qualche 
sostituzione per giibgcre air integrale d' una diflFe- 
renziale esatta , ne porremo qui varj esempj . 

I. /::-ÌiLl.i!J^ : fauo -I- = « ; si ha 

y " x^d» /* dx 

Il./^^.^:^-o^=,onde.* + 
,»=/(«»4-,),8Ìhay^4:^. 

'J tl^ix-i'y) 



• • • 



fatto V(«H-y) = «. si ha /[(a«— V«)^*'f' 

3«V(«-+-y)* 

|. nytsip , n. «-t-y ss»*" , onde III. xdy-^dx 
s=zdp^ IV. V flf -f- dyi'=: t « i « , moltiplico la I. 
per la IV. e la II. per la IH. ed ho xydx-^xydy 
s= 2^«i« , ed x*-dy ^ xydx -*- xy dy ^y*-dx 
ss:i*df; dunque ^xydx '■t- sxydy=iiop idz 
e 6x^dy-i-6y^dxz=:6z'^dp'~-6xyJx-^6xydy 
^^^*4p -^ lipidi i duo()ue somnaftu do queste 



... *? 

due equazioni , — ( gxy -(- 6_y* ) dit — ( SXy.,. 
6x*-)dys=:zpzdz—'6z*dp, e la dau integr«. 
,c diviene A^^*-^ . 

VI/ - - 2^ : fatto 

I. «^ => , II. a:*H->» =2» , onde III. Mdy-^ 
ydx = ^f , IV. xdx-^. ydy s= zdz, moltiplico 
come sopra ed ho x^ydx -^ xy'-dy = pzdz. ed 
^^iiy'i-yx^dx + xy^dy-hy'dxssz^dpì dun. 
que sottraendo queste due equazioni , x^dy-i-y'dM 
== zi zdp — pdz )i e la data integrale diviene 

' -> « ove fatto -i-^zu, si ha 



/ 



VII. f('''^y-y'^dx^rx^^^x^^^du . 

X3> = p, II. x*. — y* = 2*, onde HI. *i^-f. 
yjjc = J/»,IV. x^x ^ydy =zdz, moltiplico 
ai solito ed ho yx^dx — ty^dy sspzdt , d 

x^ dy -h yx^ dx — xy^dy ^y» dx=iz^ dp i dvm. 
que sommando queste due equazioni, la data divie^ 

ne fipdz •+■ zdp). 

124. Data una diflFerenziale a tre variabili PdM 
•4* Sldy ■+ Rdz , e chiamata la sua integrale T , 

sarà d*Ts:^?dx\dP'T^ ddy , d^TzszRd'z i dun. 
qae(i2a) perchè la differenziale sia completa o 

poMà integrarsi , bisogna che sia £.:? =- ^^ 

dy d» * 

d^P ^ f^sa'^^ 
^dg ' dx * d* 



88 

1 25* Avverandosi queste condizioni, /' integrale 
Tz=z D-^ D'^JhD^^S si otterrà integrando P d x 
fer X , Q,d y per y , R d z per z ^ prfii tutti i ter^ 
mini diversi e una sofà volta i simili ( ti})- Così 

poiché in (2y^x^4tz^x^ ^''^"^ (vCvM^) 
^/- yi "Tx jdz si avverano le tre condizioni. 



Jx*:i^-J-V(y*-H^*); onde r= D -f- D'-M>^ 

Z^ -H C. Ora non è difficile di trovar le condiziiD. 
ni che debbono aver le differenziali di un più gran 
numero di variabili , e d' integrare quando esse han- 
no luogo. 

126* Posto ciò , vediamo come si integrano le 
differenze seconde. Supposta P una funzione Ai x ^ 
differenzio PdX ed ho Pddx '^T' dxdP ; e poiché 
jP e funzione di jc, fatto d P:zz Qdx, verrà Pddx 
^ Q^dx^ • Dunque dPz=z il dx è la condizione 
necessaria perchè una differenziale del sccond* ordine 
Tddx ^ Q^dx^ sia integrabile: se la condizione 

ha luogo, verrà f (^Pddx •+• Qdx'^) r=? PJx. Cosi 

m 5c*" ^ ddx^^m(m — i^x^-^^dx^ e integratile ^ 
poiché dPz:zfn(m-^ i )x'^'^dxs=zildx , t l'in- 
tegrale è mx"^'^ dxj che nuovamente integrata dà 
x""^ C . ^ 

mj. St dx t stata supposta costante , la diffe- 
renziale è ildx^i ora poiché dx é costante, si 

avrà f i^dx^ z=z dxf Q^dx -+- I» costante Cdx « 
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Per esempio plx'^(i'^x^) ::= dx f]dx — x^dx] 

:;=. ix ( :v — ) + Cdx ^ e nuovan^cnte intc* 

grandp , Cx H- C -H — — — • 

128. Sia una differenziai generale del second* 
ordine Pddx •+• Qdx^ ; differenziandola si avrà 
Pd^ X -H ( ^P + iQ dx)ddx H- dildx^ : dun. 
que reciprocamente data una differenziai generale 
del terz* ordine Rd^ x-^Sdxddx ^ Tdx^ , si 
avrà R =; P , Sdxz=zdP -4- ij^^jc, Tdx=:d(l 

e perciò Q =1= f Tdx i SQStitpiti i valori di P, ^ 
nella seconda equazione, verrà — — 



T » > ■ 



% 2d X 

ITdx^ ondp se questa equazione si avveri, la 

proposta differenziale sarà integrabile , e l' integrale 

sarà Rddx^ d x^' ITdx. Per. esempio x^d^x-^ 

zx^ dxd dx^(^iix^ ^^i')dx^ ha la condizione 
necessaria per essere* integrabile, ed il suo integrale 
è x^ddx'^dx'^ix^^x') , . • 

129; Se dx è costante , si avrà dx^ f Tdx «-h 
Cdx^ \ l'integrale di questa differenziale sarà dun« 
que dx J(dx frdx^-^ Cxdx-^Cdx, e T inte- 
grale di questa^ Rdx fdx jTd or)'^ — -^H-C'JC+- 

C' :Gqù d x^ Cx'^dx xr . _^ ^/' S: o^^ ^ _i_ n 
- *+• C'^ •+- C^. Nella maniera medesima si 



troverebbero le integrali delle differenziali, più eie 
Vate e le condizioni dei loro coe^cieoti* ' 

M ' 



130. Consideriamo, ora le differenziali del se- 
oond* ordine a due variabili', espresse generalmcote 



per Pddx-hQddy-i-Rdx^H-Sdxdy^Tdy 
rcr trovar le condizioni dei coefficienti P ^ y * ^ 
ce. prendo la differenziale di Adx-hBdy , nella 
quzìc^A e B son funzioni qualunque di x , >', ed 
ho Jddx^^ BdAy-^-dAd» ^ dBdy, cbo fatto 

dAs::/"À-{-^^ndB.=^d''S-t^^B, diviene 
Aàd^^Bddy^ JT- '^^ + C 77 •+" 77 J 
^x^y4-^. 4//i onde /»*=^,C^B» « 

perciò « = -5^.««-rf7-+-7f'*^— d7- • 
Verificandosi queste condizioni, T integrale sitk Pdx 
•^ f^dy i tanto avviene ìa yddx-— xddy il cui 
integrale h ^dx-^xdy ^ 

iji. Se dx «I suppone costante, dovrà inte- 
grarsi Qddy -h Rdx*-^ Sdxdy-*- Tdy^ , che 
nascendo come prima da Adx^ Bdy , darà Q:^ 

• dx \ dy dx dy 

quc fA=zJiix,A:=ir^Rdx, Adx=:dx 

r^&dx, e le condiiwoiii per i^tc^care saranno 

5_^^^^/l«Ì5,r« Tinte. 

~' dx ^ dy ^ ^ rfV 

graie Ad^-^Bdy éivcak JxJ^ Rdx ^ fld y 

-4- C^x. Per esennpio^ $x^ixdy -4-6xyi^^H* 
^^ ddy^ nella quale ix è costa»te, ha le coodizio. 
«i preeedemi e ia iua integrale ^ x^ dy^^l^ydx 
m^ Cdx che .integrando di nuoii^o , dà x^y '^^ Cx 



\ 



9' flQ 
C. Nella maniera itìedcsìma si troverebbero le 

^ condizioni per un maggior numero di variabili • 

applicazioni Jet Calcolo Intégrale 4 

Le applicazioni del Calcoto Integrale si esten- 
dono a tutte le parti delle MatemaH'che ; ma per 
amicarci a quelle cbe son puramente geometriche e 
che servon di fondamento all' altre > determineremo 
]e formule delie quadraCttre e delle rettificazioni del* 
le curve « le solidità dei corpi , quelle dei solidi di 
rivoluziohej come altresì le lor superfleie (20), e 
finiremo. €ob alc0QÌ usi del metooo inveno dette 
tangenti • , ' 

Della quadratura delle Curve. 
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IJ2! Sia la c'urla AM con Passe AP e con 
Tordinata BM al punto My per trovar, la. quadra tu- 
ra dello spazio AMP conduco un^akfa ordinata 
tnpy e >la lifìea Mr parallela a Pp ; allora ho la 
superfìcfe MmpP s= AfP ^ Pp '^ Mmr , e se il 
punto wf si avVicini ài pònto Af , il triangolo Mmr 
diminuirà sempre pifir, ma tion potrà diventare zero 
se il puntò m non cada sul punto M\,dì\òt^ Mmpt 
svanirà e sarà la differenziale dello spazio. AMP 
( 16) ; onde fatto Pp^rsdx, avremo J{À M P) ss: 
ydxxfen(p se le coordinate facciar^o un angolo 
P = 9 o, se l'angote P sia retto/ d(AMP) =3 

ydx (4)i e pciiS AMPsszfydx-^ C ed A ilM 

s:Jldy^C. 

f}3. Es. I. Sia un quadrante di circolo descrit- 
to col centro A e col raggio af si tLVth^y^n •(a^— ^4 

x^) e TydxzszAQMPzsz Tdxy/iaa^xx) 






C= C-l-itJ^— 



2. 3 a a.4.5a^ a«4«6#74 



24. — ^-~ ? — ^ ce. Fatto rcsso , sarà AQMP 

o, e però Cz=ic\ dunque -4 j(^Af Pss a« 



X*. • Af^ 



ce. 



6a 



40a^ 1 1 2tf ^ 

li. NeircHjSse., y^-\/(a^^x^)i dcmque 

/** j b ^ x^ x^ . 

■^ a ^ Od . .4 ©a' V 

III. Ncfla parabola, ydic±=,p^x^dx t fydi6 

tari — p ^ x^ zza '^xy^ cioè lo spazio APM è 

due tcrii del rettangolo circoscritto . L' equazione 
^* alle parabole ài tùjti 1 grarfr e j^r* ssA/^a"'" j .^un* 

que mlyzsinlx + Qm -^ n)la § ddnquc -'— ^ 



i pydx*. jld 



AMP \ AM(l; onde lo spazio l^ifefJ? su al m< 
taogolo circoscriao AP M Q^i: m : m^n r . 

IV. Nejriperbola equilatera, xyz=zaa cd.yd^ 

fi-: ",• dunque 1 ydX:i^aal x^^ C . Sfe si VO* 

glion prendere ^li spazj dall' origine A f lo Spazia 
2 5« sarà =3: 6 quando x .tsì.o ; ^diinque C.:=£ *^aato 
00 , e lo spsizloQ^ A J^M I^c^ aalx — aal<^ 
30. Se a?==iirf£)^,^llpi'a- lo ^spazio ilADBN=i 

aala'^ aalo $ duaquc JSj)P M zzi aalx -^^aala 

aal — ^ . 

V. Nella €ÌcIoi<Ìe AéJ^* ixdy x=tdxV(^àX 



'4- _^2)(55} eJl^dyit=x4CR)(n^}:^J^d 



tó lo spazio AED eguaglia tutto il semiUfColo 14. 
AUB' ec. 

VI. Nella cissòide , y :i=: —^ — • e f yixsst 

j4KMPJ:ì=fx^d3é(a'-^x)^. Ora /i^dx^a *<»• 
*-àè)^=ttJCONP(iiì)ie se si rlduéa A* 
t/.r( a — òc)^ 2i I x^ dx^a^-a-x) * , si troverà (89). 

fèyx{à'--,xyz=z-ic^ia^xy ^ 1/l^doé 
(4-.*) ^. Dunque /Z^dxia-^ xy^sis^ fx^ 
dx(a -*Jtr)^~2»(aJG — Af a: )^, ovvero vli^iMTA'-i 

Dunque poiché quando x c:± à il trianj^olb Jìf j^ j? 
svanisce e il segmento ACON A si cangia né! se- 
micircolo ACHB^ lo. spazio iiifìtiitameDte' lungo 
MKABQ è triplo del scmicircolo genitóre*. 

Vii. Nella logafìtrtiica , ^dx±±:Ady (4$'), e 

ydx:±tBAPM=LAy'^Cì ma quando j; sia i. 

^tzAB , lo spasilo ABMP diventa nulld rdtìtiqUtf 
C= — /i, e AEMP^szAly"^! )=2; al rettan- 
golo OIQ^Ai. Se si fa y I3CO , si avrà lo spaìid 
infinitamente lungo BXYAzsz**'A'S3Ì i\ r^tàtangQlà 
FillT. 

Vili. Sia Uba curva JSM cht abbia pef é^u.l' 
«ione ^=3x5; si avrà ( t iq ) le> spazio ABJ!liPx=:z ^^ 

**/*( — -u -f^ -- *«ec« )-H'^^^(,--| — 



t "T "^^ T "~ ^^* ) *+* ^^* » ^ qtrando xziszAP 
PiJf = I , si ba lo spazio ABMFzs: i—>^ 

-7 — -T -*- -7 "" ::^-J-«c.=o,7834305io7i2 ec. 

. IX, Sia la curva dei seni AMA'M* ce. la cut 

^' equazione è x r=: are. sen y ovvero y zzz sen x ,• si 

avrà AP Mzzz f dx senx z=zC "^cos X . Facciama 

^=±0, e sarà Cr=: i , /< P Jf 2= i •— ^o/at. Sìa x 
.;sz ìSo^ zsrc^ si avrà AMA':=:2:sz al doppio del 
Quadrato del raggio. Se si suppone x z:s:2c:ssi A ^i^r 
si avrà Io spazio A MA'A^ jfM'A'^A'zszOy il che 
e chiaro , poiché V uno è positivo e T altro negati- 
vo. In generale se x = 2À:c, lo spazio sarà zero f 
e se X r2(2k'+' i}c ^ lo Spazio sarà = 1 . Postai 
3^' r origine degli x nel punto -rf< , medio di A'A\ si 
avrà ^ =: cox JC ; onde lo spazio AB M Pzrz sen x^ 
lo spazio ABA'Azrz i, e A^MBA*A:=szo , o non? 
attendendopalle sue due parti positiva e negativa , 

1)4* Se l'ordinate parton da un ponto fisso C» 

^ * ecco conìe può trovarsi la quadratura della curva. 

Condotti i due raggi Cii ^ C m ^ si descriverà col 

centrjO C e col raggio CM Tarco Mr -, allora \\ 

MrxCM 
triangolo CMm:zs — '^ '^Minr% tna quanda 

il punto m è ii:]fimtamente vicino ad Jf , Io spazio 

MrxCM 
Mmr svanisce, e resta ^(CO^C)r=:— •- — — ~ ; 

se dunque 3fr=:Jjc^ C^rsjv, si avrà COMC 



^fi 



tlydx^C. 



Chiamando (p T angolo che fa CM con una 
linea fissa che parte dal punto C , o T ateo che mi* 



«ura qucst' angolo in un circolo il cui raggio è i , ^' 
si avrà Mr=:yd(p e C M C zis i fy^ d(f^ C . '^* 

135. Escmp. I. Sfa Ja concoide ^ ^, il spo polo 
P, FMrs;:y, Q M z=z a, P B=:b. e l'angolo ^PJI£ '*• 

= <p} si avrà pjQ^— -— , ed y= dbtf i dun- 

COS(^ (OS tf 



qnc lo ipazio APM^l C—'^- ±ab TJS. ^ 

/' J CQS^ 9 J cos <p^^ 



-K — i s€o^a costante »* dunque poiché P^j^ 
^-^^^^, sarà rfc^P^fipPBpss^^^ilf 



2 



4Ì/tó»^(45«>-4-S-)d:— ^ , ed AAMM 

Z 2 



lab l ^ng(4^^'+^^). 

z 

IL Nella cissoide se SI fa jtMzzy^MABzzzi^^ 
•sarà AQz=z y A 0=:M Qt=za cos^.y 



za 



a cos<p = -i j ed y^ 5=5 — ^^^ — ^ ^- =3 _2 — 

cos 9 coj^ cp cos^ 9 

!^ + a^ coj* 9 ; dunque ^ ^Jf ^ = 1! /~!^- 

';-^>CiJ4). Dunque A KMP AssiAO MP{=i 

jtfw 9 «>jf ^ 9 ) . Ma xtf« 9 cos^ 9 = ^-f- sen^<pa)s 9 

:=: ^-+-.cf« 9 cos 9 — jf« 9 roj'9 e pero sen 9 co^^ 9 



FIG ^* 

-- JL ( 2£1? ^senlO)i dunque AKMF A ss 
^(LT^„„2<p^ — 3^ ) . Fatto <p = 90 — —-, 

2 3 e ^ 

si ha Jf« a fl> =: o = xfw 49 » ^ poiché — e il se- 
roicirco'lo AONB, sarà lo spazio infinitan^rite luti- 
lo M K JB H^rz^^-^ =z i A M B . ^ 

ni. Nella spirai? d'Archimede, AGFBN=: 

L, ^(C03fC)= ^ (134) = — T^» 

^=^,^jc = ^; dunque COMC=: -^—11 

senza costante; onde fatto y =: a, to spazio COMAC 

ac . • ' ' 

SS2 =5 al terzo di tutto il circolo . 

Noo si è preso qui l'integrale \ ly^àCf per. 

che questo non può estendersi al di là di 9=^360 , 
altrimenti i triangoli elementari ì y^d<p conterreb- 
bero i già sommati, difetto a cui può supplirsi cal- 
colando i trapezj elementari compresi tra due spire 
vicine . Lo stesso inconveniente ha luogo per la 

formula ordinaria fydx se più ordinate corrispon- 

dano alla stessa ascissa • 

IV. Nella spirale iperbolica scemando :è mentre 
''• cresce y, 9^rk C N(it) . N n^^ dx) : iC M(y) ,: 

Mrzs;^-^^i dunque CQM C=^ - P"^^^ - ; 

dbdy 
ma xjv =:fli ♦ e però — jv/iac::::?^rfy=^ — ; 

u d ic 

dunque — ^ z=zbdy, e lo spazio compreso tra 

U curva e due ordinate ss; Ji^^-h C, 



^^ FIO. 

Della ReUifica^^ione delle Curve. 

rj6. Se sia il punto nt infinitamente vicino ad 
M, sarà Mm:=zis la differenziale dall'arco AMz=si '*• 
j, e SI avrà dAM zs:dsz=$ >/ (dx^^dy^) ; onde 

j4M^s=f\/(dx^^dy^)^C o l'ordinate 

lieao parallele o partano da un punto fisso. 

1 j7. Es, I. Nel circolo , |? = V( a^ •*- ^^ ), 

que l'arco ^B±:5jv4- -^—z -4- r ' ^^^ - ,i^ec, co- 

' . «via* «.4.t«* 
me si trov9 neUa trigonometria • 

IL Nella parabola ^ AM:s=l Cdy V' ( 1 -4- ^) 
-— ^^v( • hjV*): ma abbiam trovato (j8) 



/' 






/[x-|-V(«* +•»*)]< dunque -<Ar=: C-f-^vfy* 



P^ 4_i_ ^ ;r.. . .11..X . P* 



— )'+•—/[>•+• V(y* 4- ^)], Facciamo > 
;;=:q, C Siirà C^;:^'^ — l ^ ; dunque AM :z 



• • • 

4 



P TI t ^ . ■- Z' J 

138. Fuò osservarsi che se col centro ^ e col 
semiasse . maggiore BAvz::^ ti descrive un'iperbo 

la fqpilatera 3 H\ lo spazio ABN'il sarà Cndy 

N 



FiG. 98 ^^ 

^3. (132}= /^>'V(y*-4-^)i «dunque A M xsz 

tfdy V (y^^^)s=:~xAB N'ilt però AMx 

-^^ zzzABN'ili onde /d rettificazione dilU parabola di* 

2 

pende dalla quadratura delCiperbola e reciprocamente, 

HI. Nell'ellisse supposto il semiasse maggiore 
= 1, sarà y = W(i— ^^). e fatco V(i -**) 
cioè la semidistanza dei fuochi ss (t , si ha BM:=i 

fjLlklxL^tJL^L ^ integrale che non può aversi 

con le regole precedenti . Bisogna dunque ridurre 
in sene; ma per maggior semplicità riducendo sola- 



=/^ 



^ 2 2.4 t.4.6 2.4.6.8- 



c*_ 

X • • * • 



/IxVx^ _ Idf! /k^ « ce. Ora riducen. 

do le integrali di ciascun 'termine a f dx(^i^x^) 

( 87 ) fatto ^=— i, w = 2,tf=i,i = — I , 
w=:2 ,4,6,ec. j=: 1 ,2,ec.|>= o, si avrà BM=^ 

e* ^c^ ;^.^c^ _ liiiljJJ* 

^ n dx 5^ iN^r' • 

^ ^- -.e-^ '* ^ ec. ] + «*«' ( « - *" f >^ 

j*.4* a». 4*. 6* 

■■2.4* «•+'.«^ » 4*.«^-«^ 



= /pr^Tl^ (137); dunque son note tutte le 
quantità di questa serie di cui è facile conoicer la 

Sia X =: I ; si avrà AM Bz=zC t ^^-^ — r- — 

;4^ — X'J^^z ^ ^^' ) ><ND. Dunque la pe» 

riferìa dcir ellisse è a quella del circolo cirtoscritto 
I c^ I . i^ 3 e* I . 1^ . t^ 

— j- — ec. : I ( supposto a il semiasse maggiore ) . 
Questa serie sarà convergentissima quando i fuochr 
saran vicini. Per esempio se e ss — , la circonfc. 

IO 

renza dell'ellisse sarà a quella del circolo circoscrit- 
to : : 0,997 495 29 ì 86 1 26 1 : 1 • 

139. La rettifìcazion dell' iperbola si ha qunsi 
collo stesso metodo, e può vedersi nelle Mcmoiic 
di Berlino an. 1746 e seg. la maniera di ridurre al 
}a rettiiicazione di queste due curve l'integrali d'urr 
gr^n numero d'altre differenziali. 

IV. L'equazione alla seconda parabola cubica è 



y^ zzzax^ i dunque s =: f iy V T '* "H — ) 



• • • 
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I H—^J^H- C(s9)/ facendo yrsro, si ha 
C = — • — n , e un arco di questa curva preso 
dair origine —^-«["(H--^)*— i] (54). 

V. Nella cicloide , dy = dxy/f — "^^ j (55) |5 

preso ^B = 4i; dunque ssss fdx^ — zz:9s/axr=: 

2AN(^6) . 



3*— or 



VI. Nella logaritmici , y iÌ x iS* a <Ìy , j = / — ^ 

ovvero moltiplicando i due termini del rotto Iòga« 
ritmico per t-f-a ed estraendo là radict, »-4="a >< 

'('^^) = Vl>" + "*)H' 

.;( l'->-V<- l±j20) + 6, upressiooe d'un ar. 

CO qualunque di logaritmica ntlìa quale C è facile ^ 
determinarsi (1^3. VI). 

%\. Vii. Nella spirale cf Archimede , Mr:a^^ 



ma ^=è ^ ; dunqde CO Af s±JÌ^(yy-^^y^ 
Descriviamo una parabola CN^ il cui pai^ariietfa 



> avremo , faìccndo CjQ^cs Ci»/ =±:;? e condu^ 

e ■ . 

cendo P ordinata Ìl^\ C H' z=z Jli^-y (^^'^y y) 

(i;??^) ,' dunque C N' =i C M , onde regiì» dell* 
analogìa tra ja spirale di Ar«himed« e fa parabola. 
Vili. Isella spirale iperbolica T équa/ioric x ==f 

^ dà ij.'=± -r^ Cd rJtf^f == -^i^(.35)) 

y y* \ a / 

=r ^ , oncfe wil/* (saym* 4- »^il/M =^ ^>^ -*- 
*1^>!, e r arco C OM tz f^y/ihi -^ yy ) ^ 

y , J y 

Dunque descritta una logaritmica H¥. \\ cui suttan^ 



iài ^,-* 

gènte i=i i == à qUella dcìlà spitrale (47) sd avrà * ' 
( Esem. VI. ) MOCz± all' arco infinito NK^ pren- , 
dendo l'ordinata J^ Ri:= C Q,=s C M^ Ma pei l'è. *'' 
sprcssionie d' un at-co di spirile ,0 di ' logiiritniicti 
éòmjjrésb traile due ordinate y , >' , ii ttovcf-à y/ (^* , 

li. Nella spirale logàritrìiick cos Mmr(^e): 
m r (dy) : : i : Aiììi ^±: ^-^ ; dunque A D Mz=: Z 
ìszMt pet es^er simili i criattgoli mr U^MÀti 

' Ibetìà tAiiura dilli Mdìtìi 

% 

t40. tJn iòlìdó eia misurarsi i* Jtiidiàgìrit dééòtà^ 
phsio in unMnfinità di piccoli strati paralleli. CHii- 
t^ando / ia ba.se d^uhò di es$i ^ dx U SUa aitez:^4 
o una palrce ihfihitesicàa delU distahzi x dèlio litica- 
to dal vetticè^ sarà hdxH^ C la siia solidità ^ é 

solo dovrà cSprittlersi ^ pet if. 

141. Pei^ esèmpio, kia B la bisé del sòlido ^ A 
Ì3L stia altezza ; pósto che le basi degli strati ^ienc» 
proporziòdaii i lina pòcenla hi della Ibrò dlscadia 

dal vertice ^ si aVtà -4* ; 5 : : **** ; ixsz^jr^- I dòtì- 

que V elemento d' Uaa pòrtiotle del solido sarà 

— —^ , ed inte£faQ«o / --; — «1:3 ■ . : , ^„ 

C , o senza costante , se la porzione cominci dui 

i^erticc . Ónde il sòlido intéro ss ^ » poiché al- 

lorà ;»sàil: perciò U solidità d#lie piramidi , ia 

. È A 

eui I» =3 a , e — ^- . 



FIO '^* 

-*^*^' III. Ncir cllisne fdtta « il seiQÌas^ di Tivolgciof 

3'* ne che sarà il trasversò nclP ellissoide allungata e H 

conjugato nella coippre.ssaf e posto ne* due diversi 

casi db ^* qP i* = c^, si avrà « = ^ V T-^^ 

^* ), e pcr4 se la cyrv^ giri o intorno, ad ^^ q 

intorno zdEE^^ avrà il^iL/)^ ^ ( -?* ^F** ) , 

Nel primo caso, deiscrittò col raggio CDv:z~ un 
arco DBN^ la superficie fatta dà AM intorno ad 
jìA sarà (135) -— 5— X H^NP ; ma nd secondo, 



e 



determinaU C col porre »; =;: o , sarà ( 98 ) f ^ 

j^^ IV. Nell'iperbola fatto a il semiasse di rivolu- 

zione che pui^ essere jI trasverso o il conjugato , 

e posto a*-+- J^=:;c* , si. avrà nt;=; -^ y^ ix^ z^ 
^ j, e pero se la curva .giri o intorno, a C^ Q 

intorno a CSì>^% si avrà \-^.( Ax V ( ^* ^ ^ J ^ 

Nel primo caso determinata C col fare ^ = a , la 
superficie cercata sarà ( 97 ) — ^ V jT A?* -^ -^ ) 

-^|^*x^-^ / — ^ — -: >— : ma ncj secon- 

do detcìminata Q col farp «;rq;Q , sarà (98) — j— 



Del Metodo inverso delle Tangenti , e delt Iniegrsh 
zione deir Equazioni differenziali. 

14$. Sì chiama Mètodo inverso delle Tangenti 
quello che insegna a trovar Tequazìoac d'una cur- 
va in cui si conosca una proprietà qualunque dlellc 
tangenti » Cerchisi per es* la curva in cui la 8ua« 
normale è costante ed = a è Poiché ( 43 ) V espres- 

sion generale di òuesu linea è ^1^ . avremo •^'i— £> 

:s^ a^ydy zsz adx j e integrando , per esprimere 
che la proprietà data conviene a tutti i punti della 
curva , si ha i y* =s a oc , cioè y*r=sa«(ic HhC), 
equazione alia parabola che risolve il pt-oblema pro- 
posto. £ dunque chiaro che questo Metodo eondu*- 
ce alla soluzione di equazioni differenziali che di- 
consi del primo ^ del secondo ec. ordine se contengo^ 
no le differenze prime, seconde ec ; e son poi /ù 
neari ^ quadratiche^ euhiche ec^ se le variabili vi si 
trovano alla prima ^ seconda ^ terza éc« dimen* 
sione • 

146. Sieoo P9 Q^àvit funziofii di x^y^ tut. 
te r equazioni differenziali del prim' ordine a due 
variabili verranno rappresentate da PdX'^Qdfrrzo^ 
equazione integrabile i? se P e .Q^ sicno funzioni di 
X o dì y sola , giacche in tal caso ella diventa dy 
s? J[dx o dx ssz Ydy : anzi simili equazioni si 
integreranno quando pur fossero di un qualunque 

ordine n^^^ , supposta dx o dy costante. Poiebè 
da 0SSX si ha ^-^^Xdx^ ed integrando , 
£:^=:fj[dK^C idi nuovo^,=:d^fxdx 
•+■ Cdx^ ed utegrando t rr^ '^^^ IXdM-^Cx 



ic6 

e ce. , ripetuta f operazione fiochi si abbia >f 

Così se debba sommarsi la sene y z, 



1.2.) ì.^.% 



ce. in iuf. , supposto x noa maggiore 



/ JC* x^ 

cU I , differenziando si ha i/y ss ( •+■ \r 

ÌL.-I- ec. ]dx^ e di nuovo differenziando, ddy^s, 

^x+^ «f* — «^-cc.^iix^, e differenziando una 
terza volta , ii'> =x ( i -4* at* -H a:*' +. ec. ) ix? = 
'■ 2t dunque 17 -^tT = £» ed integrando 



perchè x sso da y ==s o ; af -j — z= . . • . • 

dxKm-x)-'ixJ(i^x) ^ ^ integrando (104) • 

s 

^ — ("^«)^C'-4-^)-H(«— »)^('--"*) . ,« iy =s 

do (lC4),^===:(^J~^)Vi-^^)-(^ 

.p— ;ir)— i^. Con questo metodo che dicesi delle W- 

/>f^«^e integrazioni^ si sommano tutte le scric analo* 
ghe a quella che abbiamo sommata . 

I47. 2? Si integrerà T equazione Pdx^Qdy 

g-?ft se !5^ — = — ^ (»i2)- Spesso avviene però 

dy dx 

che anche non avverandosi quella condizione, la 

data differcoziale può integrarsi col solo moltiplicar- 
la per un fattore idoneo: così xdy^-^ydx^xdx 



ssi e se si moltiplicai per -^ si integra facilmente 

(17. 31). Sia dunque F il Éattor cercato , e T equa» 
zionc diverrà fPdx H- Fjldy = 0, che suppoi 

«endosi ora integrabile, darà ^^^^^ rs ^lil2^ 

dy dx * 

o differenziando , ^O. ^'-- ^- ^-. e. 

' dy^ d^ dx dx "~^' 

formula generale da cui si avrà F se li prenda por 
F un idonea funzione di x e di y con esponenti 
indeterminati ^ come F^^x^y^ ; td m ^ n %i detcr^ 
mineranno col sostituir nella formula i valori di 
^» ^\Q, e lor© differenziali, e con eguagliare a 
zero 1 termini omologhi. Così data requa:5rone 
i^adx — sihydx — *«</}• s= a, avrò Pzsziìia — zhy ^ 




«x'»>'«- » , -—-. rs ;^yn :v»»-« • e sostituendo nella 

dx '^ ^ 

formula , trovò ( wi — . i ;^ — . i ) hx^y^ •+■ lanx'^y'* ^ ' 
4SS o . Eguaglio a zero i termini omologhi , ed oc- 
tengo i^ nt'—'zn — i i=: o ; 2? 2an=:o } dalla 
seconda equazione ricavo wssso, onde la prima dk 
»^ = l ; dunque F:=:sxy^ z=zx , per cui moltipli- 
cando h data equazione, si ha 2axdX'-^%bxy dx 
^f^^bx^dyzsso y ed integrando, a;c^ — ^y;c* = C*^ 
Si osservi i? che lo stesso metodo ha luogo se 
SI voglia il fattore che rende esatta una data diffe- 
rcnziale, come dy — ydx : 2? che se m , n si afa^ 
biano da una sola equazione , come da m^s: n^^i^ 
•i potrà fare h =p o e anche prender per n un ni>. 
mero qualunque : 3? che non si ha fin qui regolai 
alcuna generale per dare ad F lina forma adattala ai 
particolari bisogni , benché in certi casi sia facile di 
determinarlo ; ed eccone il modo • 



108 

Supposto dFsiAdx^Sdy ^«^^"JJ- 5=^ ^i 

— cs5(i2a), la trovaU formula generale diverrà 

di/ ^^ rf* ^ * dy dx 

t=5 -^^^^^^ — i dunque $e il primo membrp di quest* 

eqiiazione 5Ìa funzione della sola x ooAc d Qjz^ dQ^^ . 
lo sarà anche il secondo e perciò anche Ft e si avrà 

__ _ ,, a^y , Data per esempio , l' equazione 

rdx^tydx^udyrszo ove f, /^li son funzioni 

^d^P 
dcjla sola ;¥, sarà Ps^r-^ty^ Xi=5«» -j— s=s/ 

/£dip 
^« * --* — • ^ ' 1 fattore che rende esatta la dà. 
ta ^ e che per Y equazione ^dy — ydx •+• */« 5Ss O 
accennata di sopra , si trova essere ss ^ come di- 
cemmo « 

E si nòti che alla proposta rdx H-* tydx ^ uay 



SS30 si riduce anche l'altra ry dx^tydx^niy^o 
dividendola per y^ e ponendo y»-'*ra:?i: vi si ridu- 
cono anche delle fsquazioni più complicate,, ma noa 
dobbiamo allungarci di pià« Intanto il metodo è 
f articolare, e perciò qualor non riesca 9 si passa 



1*^ 

a stparar te^uaziouè ^ cioè a divietarla in due meiii^ 
bri , ciascua de* quali coatenga una sola variabile 
con la sua diffierenliale . Atiche questo metodo novi 
è generale s ecco alcuni casi in cui la separazione 
riesce . , 

14$. Se P^JCy, e Q^^^X^', essendo X,JP 
delle funzioni di x^ ed T ^ Y* delle funzioni di y « 

sarà »■ s±s -r- — -1 , equazione separata e ridotta 

A M 

air integrazione delle differenaiali a una sola variai 
bile . 

149. Se P e ^ son funzioni omogenee di jc e 
di y , cioè se tutti i lor terna! ni bannò lo stess# 

numero di dinàensioni di ^ e di y, facendo -^c^^ 4 

si vede facilmente che -^ sarà una funzione Z di 
j( . Onde si avrà iòt-^Zày tso , ovvero tdy'+^ . 

dz 

ydz^ Zdy :=t o ^ e separando si troverà -~ — ^-— 
ss: — — i^ . Per eseospio ( aai^by ) iid rs( mtc 
<^ ny ) ^> t facendo — - =t:. :& onde air a&>:5 , d$c 

viene — . -i^ se v^tf" V ^ 1 equaaione facile a 



integrare ( 94 • 98 ) « 

150. Sfa ora l'equazione generale a « y^Ux^dy^ 

-4- hx'^'/iJày'i ^cx'^y'dJ^dy^" ^f «• =« 
o ove per la natura di tali equacioni si ha scm>. 

pre /?-H-j=i:f'--h3^— r^''-+-9'^=3:ec. : fàttd >=:»'', 
ella diventa ^^^V^^«-*^^)—W^^* 



• « • » « t 
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^ in" Ji'^+it-i'iJ J^f ^ 

,«>«'»■<■''+»")-« W + .0. = e , 
sarà omogenea se »i-J-r(w-l-g) — ^c=:i«' 

Cosi l'equazione ay^ x^ dx ^^hax -+ cyxdx 
f x^y^ày = dà m=:»=:2, iw'=« = o , i«'= 



dunque fatto yzzzTT^ , si avrà azT^x^dx ^bdx 
-^ cz'^ xdx^fx^ z"^ dz^::=i ^ 9 equazione omo- 
genea e perciò integrabile (149). Parimente l'equa- 
zione a jc* li^* -h hx^y^ dx^ dy^ -+- ex' y^^ dx^ 
dy^gx^ ydy^ =0 dà »i=:a,»=o; m'=zn=z 
3 ^iw/'sz: 5 ,n^=: — 11 , iw'^'ss 5 ,»'"=: 1,5 = 

o,9 = ^f ? = «i« =5=4 e pero r=---p~ 

— ~ — i dunque fatto yz=zz 9 si avr» 



— 1 1-+- E 1-1-4 1 

^Z^a x^d X*" ^%^h X^Z*^ d X^dz^ '^i^^c x^ Z' ^ d X^ d z 
r^ gx' Z^^ dz^ :=: o j equazione omogenea che fa- 
cendo z ^=:ux e dzzzz (f'+^u') dx , si riduce sr 

iz') azno: OS da questa si hA / data per Uj onde 
supposta ÉsrzU, da udx ^^xduzzz(^t -^u) dxr 



dx du du r\ \ J s. .1 j • 

Viene — = — = -— » uei vesto • se taluno de» 

X t , U ' 

rotti ^ » ^ ^ !— I- ec. divenisse — . non se ne 

farebbe conto, ciò solamente significando' che qua^- 
lunque valore di r rende omogenei i stermini d* ocr. 

de quel rotto cii ulta ; e se divenissero — tutti i tot« 



tu 

é , o addassero a zero tutti i k>ro ntsmeiratef i o de-* 
nominatori 9 ciò indicherebbe che per separar le va« 
riabili non vi k bisogno di metodo* 

151. Passiamo ad altre equazioni , e sìeno da 

integrarsi !.>•+- ^—^ = o , IL y H- L^z^iX ove 

P y X s«n funzioni di x . La I. si integrerà riducen* 

dola a di: = — ^, onde /y = — fJ^L^tC 



e J P 



tà yz=iCe ^ P . Nella U. si farà yzszrzirh 
funzione di x ) e avremo r:idx.-\-friz-hpzdr 
z:zXdxi onde potendosi dar tali valori ad r ,z 
ehe sia III. ridx-^'pzdrz=:Of verrà la IV.prdz 
sziXdX' La IIL si integra come la I. e viene 

rdx 

rsie J P * perciò la IV. ci dà Xdxisst 

/ dx 



• • f 



/ dx rd« 

P rJjL J p" 



C J . Così se si abbia y -f- -^ = «*, sarà ^=s 

>= I , X=x* ed y =e""*/JVi*-4-Ce"'^ 

= C*~*-f- *""*[ «*(jc» — •*-+->) 3 (108) B3 
Cf -t-x^>^— sx-f-2. Alla II. equazione si ri< 
duce 1° y H-^=:ix/"*''col dÌTÌderIa per/+* 

e far poi -i- =; « : «• j,,»"-*-* -f- ZfM s3 X/* 



ut 

col dividerla per y* e far quindi y ^^ rSs « : 

l* JT y"'iyH-Jr'y'*^' dx s= X^ydx dividendoU 

per Jtyjtf , fiicendo "v»' = jp » -^gr- «acji e trattane 

dola quindi come T antecedente • 

iga. Ma sia Tequazion lineare del second'of* 

diat y-f-^^-r^ ■+• ^- A SSO ove a^b^dx son co* 
•^ rf* dar* 

stanti • Fatto ^ == --^ ovvero mp-*^ !!LjL c= q ( iti 

i indeterminata ) e $ommata questa con la data , 

viene L j>4-(tfH-w)p — (wrfy— iifj^) —350, 

che potrebbe integrarsi se la prima sua parte y 



{a'+'fn]p o un suo m^ ^ qualunque fosse l'integrale del- 
ia seconda mily*— ^ì^ (31) • Supponghiamolo dun- 
que giacché T indeterminata m lo permette, e avre« 

mo y^U-hm)p=i ^jl^ày^hip) =y^ ^t 

onde ii-Hiwss— — e II. «1=: — ^ziz v'i — --^ M • 

m 2 \4 / 

Fatto or» III, y-H(a«+»iff )^ss«=:y ^eper^ 

ciò dussdy^^ — ^ oyvero\mdui=zmdy^-^bdp. 

h I. diverrà «w^ se che ci dà (151} IV. 

fisrsCf "*". Quindi poicfai; <lalla IL nascono due va- 
lori m^ ^m^ ài m che posti nella IV. ne danno due 
ti\td' di u, la III. si scioglierà nelle due y-hC^H* 
j»')f=5B«Sy-H(ii-4-i«'')^=5«'' dalie quali si ha 

la V. y ss ^ — -^- — 5^— ^ •—- ^r-^ ~ - • Cosi data 



113 

--T=^ ^ —-4: = <3 > sarà a == — , A zs ^ ^ 

onde per U H, viene ^i=s-— — rt — e perciò 
»/ = — , »/'^=;= - I ; duncjuc per la IV. u~Ce^^ 
ed tr'=zCe , con che dalla V. si ottiene y — 7 



Di qui si ha la somma > di tutte le serie tra* 



x" . rv^" 



scendenti della forma l -( — f- '^>, 4, 

, * *.2.} . . .r 1.2,5 . . . 2r 

« ^- CO, m mfo. , essendo r numero intero 

e positivo. Si voglia la somma della serie ysmz'i 



x^ . x^' . x' 



, . ec, : diiferen* 

\- Z 1. 2. 5.4 . 1.2. J.4 . 9.6 

piando abbiamo dyz=z(^X'^ — ^ 4- ^ Hcc) 

1.2. ^ I. 2.;. 4. 9 ' 

dx, e nuovamente differenziando presa dx costan* 
te, ddy=(^i^±- ^.J^^ccAdx^=ydx\ 

Si ha dunque y — — ^ ^;= o , ove a z=zo ;bz=z —^ 
I , w^= rfc: V i , »i'= I , w":3C - 1 e perciò y =s 

, Pi^r determinar le costanti si osservi 

2 

che quando Jtf r= o , vien ^ y zzi '—- — == i , ^/y =3 



' --^ > 



— ' r— i == o ; dunque . — =C ;=:C 

^- .2 



^ • 



I ed y z=: 

2 2e^ 

2 

M3- Se nella IL equazione sia — r=z b , verrà 

4 

p 



114 

mzzzm'zsz'-^ —e quindi u^vmu^ nella IV., ed 



2 
O 



yz=z- nella V., ciò che non potrebbe avverarsi 

se non fosse jinche CzzrC * Ora per determinar j^ 
in questo caso , prendo K per ia costante comuRe 

ed (u per un infinitesimo , e suppongo m'z= — ^ 



a . j % ^ m 



H-w,wi"m— • ^ — w; dunque u =r Ce 

z 

2X ' 2X 4^X 



Z 



/Le =i Ke ^ -'ss • . • . 






\ fl(2»— a)/ 

trascurando sempre w^,w' ec. : e poiché iw«—w*c=5 



2<i), la V, equazione diverrà y ssz ^LUÌlUl K e 



zx 

%x ^ a 

a 



2isr 

onde fatto KzzzC^ — =x C , viene v = ( C 



2JC 



Cjc)ff ^ con le due costanti che T equazione esi- 
ge • CoH se si abbia v 4^ t--^ H- ..^: — -^ =: o , sa^ 

rà ^=: — , ^rs A ed y = (C+.C'Ar)e ^. 

154 Nel modo stesso potranno integrarsi due 



M5 

equazioni y-^axA sri C, j)^+/JC.H-^— ^=:# 

supposte c^^h^f^g costanti ; poiché se la secondai 
sì naolciplicht per V indeterminata ;;/ e si sommi con 
la prima, verrà (m^i)y'\^(a^fm)X'^{gmdy 



hdx)^--^- =o; onde fatto come sopra (152)^ 

m J 

^=^^J^-t f SI avrà m-^iz^g . a^^fmz^-^ ed 

m ^ m 

2 



. — — ^ =^— w, equazione che determina ni ^' 

b 

(Quindi se sia (/^Hhi )jv-f-(<y-+-/?»):>f = K=i=^y 

•+• — e perciò mduzi^igmdy^hdxf i' cquazia- ! 

m 

ne somnaata diverrà «+ ^rsso- e avremo, af 



solito n^ruCe ^ . l\ rimanènte si U come 50 pr* 

(152), e tutto ciò ha luogo quando pur 1* equazio- 

• t ^ hdx -^Ué, e dv . % 

ni fossero y-f-ax-f. HZ — £ = © , yH-ar «-+- 

r=-; i = o , trovandosi auorai » =: # • • ^ ^ 

/ dt 

Ce J "" 

rsg. Sia anche Tequazìone y-+--_i?! •+- -^—^ 

^ X CI X 

rs JT ove JT è funzione di « . Tutto si farà come 

sopra (152) , S€ non che l'equazione che ivi dive* 

- ^ _ mdu . ^ ^ ^ tndu^^ ^ » s 

niva ^— • — - — ni o, e qui U — — r — = A ^ cioè 

Ju —^ z= — — che integrata al solito ( f ?i ) 

m m ^ 



Il 



6 



òè 



dà li = /'' ( C H- — / — ^ ''' J^^ ^ ) • Co&ì av^ii , 
do y — ^ •*- ^ -^ =; « jc, sarà a = — i % b -iri. 



2 1 2 1 ' " 

4 ' 2 t ' 2 



fi» 



Ce ' H- » X -h 5 t m"=i! C*tf"^* * _j^ 1 * — I ed 



iX 



J' = ~(Ce-'*-f-Jx — 1)4- — (Cff 3^-2J;-^-3), 

156. Questo metodo che a cagione dell inde- 
terminale m ce. introdotte iitlT equazioni , sf chiama 
dei CoefficieiUi Indeterminati^ vale anche per l'equa- 

2!oni imean di un qualunque ordine n , le quali 
fommate con un numero 7^—1 d'equazioni w/>— * 

f/A- ^ dx '^ Jat 

5Ì integreranno con la stessa facilità , fuorché quan- 
do y ha un coefiS -icute ^=30, o V equazione si 

In 

riduce a --^ rs X , che per altra via si è già in- 

dx" ^ o 

tegrata (146); il giro però sarà in queste più luit"- 
go attese T equazioni «— •! da cui debbon dedurst 
1 valori dell'indeterminate k ,g ce. dati per w, € 

• 

quelle del grado (w— i) dalla cui risoluzione 

dipendono vi , ;/;'^, m'^ ec. ^ quindi n , 11^^ , u*'' ec* 
L' equazioni che non hanno la furma . delle pre^e* 
denti ,, o non possono affatto integrarsi o esigona 
delle artificiose sostiruzioni per separarne le variabi- 
li . D^ ordinario si souituisce con frutto eguagliando 
ad una nuova vari.tbile i termini che ammctLOJO 
integrazione: m- non vìe regola gci^cralc per so-* 



Viitiiire , e polche lì nàoJto (E;scrcifcio supplisce iiì 
questi casi alic regole, porremo qui varj esempj 
di sostituzioni con cui si giunge a separar le varia- 
bili in diverse equazioni del primo e second'òrJ! 
i\e . ove X , Y csprinión sempre una funzione di x 
ò di y . • 

1, x^dx" -h aXydxdy rr: hrìy^ i compiendo il qua- 
drato si ha Qxdx -{- 2^- )^ cr: (— i- -^-b) dy^ , ed 

2 4 

ienraendo la radice, W.k:=ì= — [ V («^ y^' -+- 4^ ) — ^ 

dy]. 

IL Aa^x'^dx + 4a^bxdx + ^ahyxdx -i^ làh^ydx 
-^ h^y^dx"-^ eh^dy zzz ó , Osservo cb6 l'equazione 
può scriversi così : ( .iax H- iy; -f- ló }^dx — * n^b^djó 
*:— né^^y = o; e supposto (^laX'^by '^abydxzzzOj 

Verrebbe v =± — ■—- — • a . r accio dunòue v = 3 — * 

-i— a , Jy zr: a;^ -— , e sostituendo e ndu- 

abdz 
Cendo , viene dxz=: - ^ i i 



III. — a^dx — ^yx^/ix; -H sy^Ar^Ar — jv^^^' -4- 
x^dy -\-a^dyz=zo. Osservò che supposto ^yxdxiy 
— .a;)=:o, varrebbe y^x^ il che si avrebbe an 
che diir equazioni combinate •— <^«: (a^ H-JV^ ) = o , 
Ay^x^-^a^ ) = O . Faccio dunque y^z^z-i- x ^ dy 
±::^ Jz -J- Jjc , e sostituendo t ridùcendd , viene 

dz dx 



z^ a» +Ar3 ' 



IV. x^dx -4- xydy ^y^dx ps Xdx ; fatto Ary = ;5 , 
si ha zdz .ri ( Jtr — 3c^ ) jc^^a; • 

V. 2ydy -H jci); -f- ydx ::=: ( « -+- a* •+• jy ) J'^y ; 
fatto X -Hy sr: ;5 , viene ydz, -+- zdy z=i[a A* z) Ydy: - 

fjtto 'v^nsri. viene rf/r — — -rrrtyjy: Ltto — - 



N 



> 
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da . qdu'^udq 
: ^ , viene i — 

q q^ 



aYdy ^ 



u 



: fatto 



p^ vie- 



ne infine dp 



gydy 



VL - 



x^dx -4- xydy -+- i^^rf^r 



xdx 



y<^y 



X 



fatto Jc^ H-^* =:5^ 9 viene 






^/3 



X^Z^ 



Q^ 



fatto ;5JC=|) 9 viene -j 
VII. ^ = ardy 



dz 



dx 



X 



: fatto aY'dy 



Viene 



Ydu xdz-^zdx - % ^ . ^ 

— :i = :; : fatto — = p , viene 

x^ ZX^ X 



dz 



Ydu 



pz * ■ ' . - 

vili. Cx'+'yydyz:sa^dx: facto x+y=:Zr 
Sì ha :5^ ( J:5 -- </x ) 2= a^/iy I cioè dx- 



a^-4-a^ 



IX.— 



a^dx 



hydx == a^idfjv • fatto hx^-^ay 



az » viene i^xi:^ == azdz 



A^dX 



: fatto ziz 



a^ip 



X p 

viene bxdz^"^^ ^^^^ ^""^^h fatto ;»jc=:^, viene 
bdz M^du 



u 



— jc'^ìa: _^ ( w -f- i ) ^<iic (w -^- ì)y^djc 



X. 






X X 



W-I-I • '^x'^dx - >L^ «J 

fA; ^^ , viene —J77— H- (wi -+- I )*^x'"^i»r : 



^m 



fAT 



?^ 



-rf/^ , Cloe m ±a ( — I H- (w4- 1> *i^ ) 



XJ9 
^= a pdp , Cloe -m'zìri =: ? : — < ? 

XI. «ly^AT H- wx Jy r=:y ^jv ovvcto xy ( ^ 

1 =y i/y : fatto w/& -J- wAj^ ss //? , x y = ^ , 

p'" dp f— .1- . y ép ai 

Vicnt ?—J:=y dy ,cioh j^^r=:y *" ^/j,;, 

^ ^p p m 

jis,y:=;)V(i~:^^)>vicne fll'^^^. jr. 

=^p: tatto ^^=:«4r/), quadrando, sostituendo il va-- 
lor di « sr: -p ed estraendo la radice . viene 

ap ' 

d » pdp 

XIII. ^yiy = y^dx -+• 5c^//ac cioè x'^dx =z2 
y (-^ _^^;): fotto a^j; — Ar=:&,^ = «, y 



IX 



• \ 



»• 



= ;ì • ff * , viene :r^i/jKr := z"" e"" dz 

j cioè .... 

AT^ffA: fifa; 

— ■ » ■ — — - . ■ - • 

2X — ^ tf - 1 

XIV. dy = ^-^-^^^ - iMl : fatto ;«- - ^* 
=«*, y =/»? , dy=zdp -hpdz s= «i* + fl^ , 

viene «4> + i!:^ ~ .Hf^ _ «V^ cioè -^- 
__(«*- X» ) *;* "/ 



l%t 



y'^dx^xydy 



Y : fatto 



^zzzz onde Ar=^y :; e <f x =: ydz -4- :^^>' , si ha 



^-r—^T~-h''z / ^..2 1= ^ ; quadrando, ridu- 
ccndo allo stes!»o denominatore e sep.^rando , viene 

^.-^^ =y^^Y^>' ' ''^' 7(1- :s^)"y V o'-Y^; ^ 

XVI. 2y^dycldy s/ xy -^y^dy' V f = ^^^ l^^^ 

ir 

— :vr/y ) ove dx è costante ; fatto - ==: ^ » viene 



*^ — -^ ove «y e co- 



ydy^'^dx^CzVz'hC) 



a- 



Stante: fatto ArJ:y =::^ij', viene 



a^dz 



ydy. 



XVIII. a''^^y'^~^/Jy=:F^^^ ove è co, 

stante dx: fatto J'V=:5^^, viene a z àz 

z=zYdy. 

XIX, adxdy'=Ì2addX'-'%xddx'^ iddy 

Y^:v— //x^)(a — 5c)\/^: se si faccia a— x=:p^ 

7 t • adxdz ^ j j ^ dpdz V 00 
e ^y =: l?4^ • vjene — 5—7 — zrzpddx ^ — - 

^ ^ l 2p^ y AT p 

— Ji;5 \/x— — - , cioè posto il valor di a =; 
p'^^ ^x e di Jats:::;; — 2//i/> , ^^:^ V^-+" — -^,. 



2P^A 



pdd X 



dx 

,2p 



- il cui integrale h dzV ^^=^pdx cioè 



pdz(^::=::dy) 



p^dx 
l^ X 



C, 



XX. 7 4^^^ — mdy^ ^nyddy =: Q ove ^a: 
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m tn 



e costante: fatto dxss, zy dy ondeosry dydz 
— zy dy^-^zy ddy^ cioè nyddyzzz 

n 



^j X nydydz rr » j 

rHdy^ 'L.-dL — -, viene 7y dy 



■ ■ e ix;=y Jy p/ 



n 



31 W— « 



157. Del resto dal non potersi separar le va- 
riabili non bisogna dedurre che T equazione non è 
integrabile: ve ne sono alcune che ricusando in cer« 
ti casi la separazione., posson generalmente integrar- 
si ; e tale è la famosa Equazione del Conte Riccati 
dy^zzax'^dx^hy^dx^ sopra cui lasceremo che 
si consulti il Calcolo Integrale di Le Seur e lacquìer. 
Ecco ora dei problemi sui metodo inverso delle 
tangenti . 

Probl.' I. Trovar la curva la cui suttangente 

ydx mx e- ^ j j ndx 

•^~--— s= . bi avrà dunque separando, =: 

dy n ^ MT ^ 

^ — ^, e integrando, nlx:::zmly^lC\ fatto dun* 

que j^=y =rr, sarà lCz=z{n ^m)lc^ onde ^'"=3 
^/,^m-/f^ equazione cercata. 

II. Quar è la curva che ha per suttangente 

ydx a^-^x^ ^ c' > dy xdx . . 

<^ — z:^ : r ùi avrà -^ s= -- — -- ed m^ 

dy X ^ ^ y fl^-f-Ar-^ 

tegrando, /^ r=:/(a^ H- jc^ )2^ -t- / C = /C( «^ 



1 



Of^ ) ^ , ónde yzzzC >i {a? ^ x'^ \\ fono x =: | 



* divieti costante l'ordinata yz^Ca=:b^ onde Cssrs 

L LI 

^ ; perciò y* =^ — ^ ( «^ H- *^ ) • equazione all' 



fl ^ a- 

iperbola 



IIL QuaKè la curva in cui lo spazio ABM=z 
mAMH? s» ha donquc — fx dy-^zTydx (132), 
w Jy ndx 



42- 






IV. Trovar la curva BAf il cui spazio ABMF 
eguagli Tarco hM moluplicaco per una costante a^ 

onde fydxzzzaj'^idx^^'dy^^. Dunque 



yr ; ed integrando, —=:/-- [y 



V(y"-«^)](97)- 

V^ Trovar la curva AM ^ in cui il raggio 
*^' osculatore j»/C = - il/iST. Poiché MO: MC i : 

n 

MP : MN , supposta d x costante , sarà (^^i) — y 

n 



=;:: — -, •^— • ovvero — yddy 4- dx^ -h dy^ 

= 0. Per integrare, siia dx:==zpdy e differenzian- 
do , ddy ZZI — - ^ '^ e sostituendo nell'equazione , 

« '^y - -— f ^— i dunque ^ /Z = / f 

^ H n 



( 3 1 ) , ;> = =^^ , e ^i JC =: -^ -^ — , e 

yj(^-y'^) y/(c^-y'^y ^ 

questa e T equazione differenziale del primo ordine 
della curva cercata . 



Se nzrzmy si ha dxz=zzìzy dy {c^ — y^) ^, 
ed xj=zc :<zVi^^ """y^)» equazione al circolo. Se 



/>i — 1± 1 w , SI ,ha ^A? = ""^ y . y jy equazione alla 

cicloide . 

VI. Tròvaf là curva BM tale che cónducendò 
per r origine A dclT ascisse la retta j40 che faccia 
coir asse un angolo di 45^, stia sempre l'ordinata 
PM aita suttangence PT:: una linea data a*.OM. 
Dunque dyidx: ia:y — at , e adx zzi (y "^ x)dy. 
Sia y'^-^x z=z z e .si avrà dx z=::dy -r- dz , onde so- 
stituendo neir equazione* -^ ss: — ^ . X^zzzl—^i 



cdxrry— ^fl(-HCf ., cbc. pòtea trovarsi anche 
per i numeri 151 e i$2. La minima ordinata BD 

si ha facendo-— =: -?- =qo(6o) e altora a; =±r > 
t=zal—=:BDz=iAD. Lo spazio DEMP=,TQ^-^ 
JbC^BCUMxsCy^a^l^^^ fxdy ( 1-32). 

y 

TTv -ai. j 

' y 

-+- ^— , — ay'^aCe ^ C108), e sostituendo im 

y 

-f- a y il valor di y = jr-f-a—- .C^ , verrà 
/x^jvr=: C'H- ^— *a AT-^a^ : ma quando lo spa- 
zio -ffCj^^ il/ svanisce , si ha y=:s-4C=rfl/— ed 
:v=CB z=al-£^ , onde C'=a^-^a''l^ — — 



/i Z- ; dunque Ixày = ^ — «A;-f-«*/ •-^ 

/a £ , ed inHoe Z)BA/P=aJB> — ^ ^^x -k^aH— 



VII. Trovsr la cutvz ÉM che faccia per tutto 
coir ordinata PJ/ urt angolo fAf/* o TA//* prò 

porzionale all'asclsm APy che sarà perciò >»^ de/i 
arco o angolo TM P , 

Si avrà dunc^ue r^?5=i^, e >:^^ ; ; i i 
/««^^£. =;= ^; dunque i?^ *s -^ c0# * =a 

Il 1- , e pero jy i:^ C -4** mlsen — ; cquazid-, 

Jb -flt 

ne chfr'nel caso di ♦sst » dando /l«r £ss»— -— 

^* m . ni 

jBS -^ii- , Cioè M* v-» C=-* >c pfpo ^tssi;/ X ^it^ 






^/ (;i><;o/o i/ mi sem è e , Ì^ Vedere, che la curva 
incontra la liqca dtirascisse io punti È\F/E\f ec, 

tali , che /«;<—- = — —, ed * eguaglia nt molti* 



tn rn 



;, ì- ^ V '•• ' .»' -4 



ììt 



plfcata per tutti gli areni, i cui s0ni sono ^i=te 
Oxa il ouniera di i^^;5ti 4r?hi è infinito; poiché se 
il primo è a , quelli che avranno Io stesso seno sa- 
ranno a^ e -^a ^z'C'-^m^ »3^— 4 > 4c-+-a-t 1^— r-a, 
ec. : quindi le dUtanze a cai la curva incontrerà U 



X 



ti Ma dell* ascUiié , satatìrtò (s^pteiit per Ma^nt{c 

a ) y tH(ic^a) , m(iC ^*^ a^ ec.^ Presa dunque 
A È =z ma ^ AF z=z me ^ ma y AL zz:i:imc^mat ^'* 
^F' r±im€ '-^ ma «e. ^ «i avranno i valori positi- 
vi di 5r. Si troverahnd parirhente i àuoi Valori ne 
gativi, cioè le ascisse pre§c vèrso la sinistra di jéS^ 
t li vedrà inoltre che gli intervalli ÈF^£F ec 
sono eguali . 

Fatto ora -~^ =: cot ^~ :::x o per avere il ipa$- 
dx m ^ 

siroo , sarà few — -rt i , e ì valori che soddiifmnO 

m 

tiel sento positivo a quesi* equazione • preso 43=3 
90^ =i — nella serie ^ , e? — - ^ 4 ac -4- « ec > sono 

* poiché in questo orso je» — aij: i e Ìsoìì ,^:fsità 

m m ■ 

%i ha 5^=53 C; onde ai punei più delTati. CsC «a \i 

ordinate son eguali fra loro ed alla costante . 

Se neir equazione yzzzC-^Uefr, — si faccia 

/»» 

ieìt"^ — 2^0, sarà jv s:ttC*4^/<?iriC*-^oo r±i *— 00 ^ 
m V , 

ovvero •— ^ nr 00 , e però^ a tutti gli archi o ascis* 

se ^ che danno sen^^ risOj corrìs^pdnde tìti'ord^ 

nata negativa -^jV che è infinita ó astjfitojto della 
curva J ora quest'archi sqno Ji(r=i;q,x z^ zìz cm^ 
Xzzzzìz^cm ec. in infinito 1. dunque la cijrv^ ha 
ud numero infinito d' asintoti perpondicolari all' as< 
se . II p[imo pa«$a per V origine dell' asqj^e ove 
^ ==: o ed è >^iS, il secondo passa per Z> alla di- 
statala. 4 0:':^szciu ^ ilr eena ad una jdi?x«niai ,/< />' ' 
r=: 2 ^ D sr: a e f72 ec. Lo stesso « nel senso nega« 



ufi 

Prima di passare ad altro proporreitìo aktrnl 
Froblemi sopra i due Calcoli DiSerenzìale ed Inte« 
graie . 

if8« I. Data una Curva di nota tangente e 
presa in ogni sua ordinata una media propOFziònale 
tra r ordinata stessa e la corrispondente ascissa , 
condur la tangente alla nuova Curva che passa per 
V estremità delle medie proporzionali . Ris, Se x ^ y 
sieno le coordinate della curva data e z ì' ordinata 
della nuova curva» la sua suttangente sarà, . • . . 

— — . che essendo la data curva o una par- 

xdy^ydx ^ 

rabola o un circolo del raggio a , diviene -5!^ — o 

• \ 

3 . ec. 

ja — ax 

1^9. IL Trovare il punto di flesso contraria 

OL X 

nella curva deH' equazione y =r ---. • Rii. il 

punto cerc^ato corrisponde all' ordinata che ha per 

Y 

ascissa a: ~ — . 

• » 4 

' 160. HI. Qual'è la lìnea retta che con due da- 
te forma il triangolo mas^^imo? Kis^ L' ipotennsa j 
cioè il triangolo massimo è il rettangolo. 

161. IV. Qnal è if massitifìd dei triangolr iscrit- 
tibili in un dato circolo e sopra una coi da data ? 
IJ/j. L'isoscele. 

162. V. Di una data 'superficie ah formare un 
rettangolo xz che abbia il mìnimo perimetro. iÌ/V^ 
Si troverà «rrr^rri^fl^, 

163. Vf Di una data superficie ah formare un 
rettangolo xz^ tre de' cui lati abbiano il minimo 

' '"^ ah 
perimetro . , jR/j# Si troverà, ae =±= V — , :?r:ìs \l %ah. 

2 

164. VII. Qual e il minimo dei quadrati iscrit* 



12T 

tìhWì in UD dato qtiadrato? Ris. Se a sia il lato del 
dato, quello del minimo si troverà V-—. 

165. Vili. Qual è il massimo in superfìcie con- 
vessa di tutti i cilindri isertttibili in una data sfera? 
Ris. Se ir sia il diametro della sfera , quello dcJU 
base del massimo cilindro r^rà r^i. 

166. /X. Qual deve essere il rapporto tra il 
diametro della base e l'altezza d*una Misura <:ilin« 
drica di data capacità afSnchè la sua superficie inte* 
riore sia un minimo? Ris. Il rapporto dee essere di 
2 : i , come sì trovò sopra (1^9). 

167. X. Qual è il massimo dei cilindri iscritti* 
bili in un cono dato ? Ris, Se iC sia il diametro 
della base del cono ^ quella del cilindro cercato 

avrà per diametro — • 

168. XL Determinare il valor dei rotti i* 
£ quando x ^ci a $ 2, 



(a — ;«j* ^ • senX'+^cosx — i 

quando x zi:: 90® ; }^ -j^ quando x =z i ; 4^. . . . 

X^ — . 4f 

" -"T quando x =: f » Ris. I valori cercati si 

troveranno i» , i , — • i , — - 2 . 

169. XII. Integrare ^3 ^ ^j > *'^- /"pTZrT* 

Z(3 — e) Z(c^H-c2-4-a*) , 1 
^-^ _:b^ — ,^ . 2 |p. -r-::- x are. taìfg 



23-1-C ^ 

170. XIII. Integrare yxdx posto j>=V(i^J>^ 

^x^). Ris. I yxdx=za I ydx-^ ^—^ . 

d X 
i^i. XIV. Integrar le formule . . Y\y 



• • 



12S 

adx-xdx o /* rf.Y , 

7(fc;-l^) = «-^-^"^C 7 - O; 4. 

/l! ? — ^ — 5- z=z are. sen V. X in un circolo del rae» 

^c. jfH V. Je in un circolo del ragf io -^ . 

da , ' 

172. XV. Integrar , __^J^^ r-i. supposto *< i . 

173. XVI. Integrar le formule xf J x sen x ^ 
x^dxcosx.Ris. i^ fx^dxienx zsz^x^cos x^ 

nx^^^ scnx-^nin^i ):jc*"^* cos x — rt{n — i )(« — 
l)'x'^ ~*'ji?« a: — w(w'-^f )(ir— 2) (« — 3> *c:ojx •+- 

-f- . . . -^ • . • — V-; ^W«J dxcosxzmx senx 



é • • 



^ ^coxjc^ — w(w — i)x'^ ^.ff»x-^w(ir — 



« • 



nx 

ce. : preso akornativanrente in ambedue i casi sen x 

e cos X fino al termine ave si trova x col qua- 

le è compita Tintegri^zione. 

174. XV^lL Quadrar la curva delf equazione 



y ss a + X. JUf. fyix ssa 



M9 









175. XVItl. Quadrare e rettifìcar la cttrva tr«« 
scendente dcU* equazione i/xssrdt -^ Vt«»*~y*). 

J^;>,^ Lo^^ spazio asintotico ed in^nitamcQte Jungo 
Gom preso dilla curva é dftt ^o asintoto . eguaglia il 
quadrante d* un circolo del raggio a : un suo arco 
qualunque eguaglia la corrispondente ascissa U' unla 
logaritmica che cotoinci dal vertice della curva ed 
abbia a per suttangente • '^' 

if6. XIX. Retuficai^' lac curv;^> 4ieir:fqulzioQe 

177. X5^. , Misurar 1* intero solido ' prodottò dal- 
la' ri voluziob * delta cissoide i^ntorno A diada^ero del 
juo cifjCol9>.gepitorr ; /{/^ Il S^lidp^ e infinito .,. 

178. XXÌ. Misuiir la superficie "del ó solido' gè* 
«erata dalla rivoluzione iHtorM»> alK'asintoio ddllo 
spazio asintotico ed infinitamente «hingò del n^ ' f7f« 
J!ix. . La superficie eguaglia il circolo del ràjggio 
aW z.^ < ■ "" ' '• ; . : ^' '^ ■ ' 

; LjLf.XXU. Misurar. Ja. , ^dljdirà. 5 la tupew-ficie 
convessa dell' unghia cilindrica formata dal taglio . 
obliquo d.* un cilindro, ratto iji jpodo che Ila sezione 
passi per il centro della base. Ris. Sé sia r ti rag* 
fio della base del (cilindro , a T altezza^ dell'unghia » 

se ne troverà la solidità -q;;;: ■. t > »> ^ la. superficie 

\ ' j 

sciar;' •"• "^ / •- ♦ ..-• 

lio. XXifl/' Trovar %^curva^ fai eui tMtgtnte è ' 



< k ti 



n0 ' 

costante ed sss a. JUt. V e<)t(jizioae delia curva ccr- 

tata larà i*=d: -2-V(« ^^ )• 

18 u XXIV. Trovar la curva Ja cui guttaogeo- 



te è — 1 r- . IKt. L* tqua^joiie è v* 



V, % 



\%z. XX\r. Trovar la curva la (Tu! tuntiorma/e 

181. XXVI. Trovar U curva la cui arca è — . 
J|/f. Ln euivr è- una psrabala;» . . ^ . 

Peli' IntigYdzione iitC Equazioni i DifirenU finite • 

' 184, Sieup Vtquniomi lineari <|(ì prim' ordiue 

ii^ -y -H*^ = ó, /;• ,^H-^^=: X,' ove d^ = i 

<(^) ^ Pt^ i<Miifua»ioqi: di 4?. Per tqtfgrar la X. , 
.giacc|i« «ft ily losfc i^giiitp^iriip ^ i^vrcljb^ ^:;55 

$ '^ C ♦ 5 » prendo y = ^ ed ho y + ffy «;?; 

# .r= e ^ , f ' itIit.C. Per integfrar la seconda 
fquaaàóhc*,' fatto come -ìwr'pftì ^ 151 )^y aste ri ,■ avremo 
8y s=: y8« -f- a^r H- orSx , e 1* equazione si .^ip^^gjf ra 

wliLO ( *5* ) Ui^ . r:^ 4-.|?:iSr s=. o , vena /Ji^» . />r8« 



p9t^ s£tX, La in. li latenti come Ix I. e al 
h. rae'^'^'-T) ed rH-8r=fee''<' ^ T) "^ 

perciò la IV. ci dà ^ 



X / jr 



i>(''+'*r) 



r^-0/'<-T) 



c ^=:C«4-<f ^ — j — ^fc:— jOndcy 



iS$« Poiché la somma <f di tutti i valori dì 

/( I— * — ) dipende da jr di coi i - — • è iunzione 

P P 

(184), ed Jr=8(ie-^&«^ic — 2-f-« — jcc.) 

I 
(4)1 di avrà 0/(1 «-*» — )coì cangiar successivamente 

.* ^ . • . 

jc io K «.*.. 1 , itì jr -« a I in Jt • — ^ .... in 3 , in a^ 

k) I e col prender la somma del logaritmi di queste, 

quantica o il logaritmo del loro prodotto che chiamo 

/^ ( I «^ — ) . Quindi f ec|aaztooc III. di sopra di- 
verrà integrandola rte:e f ^"*" T ^ -aiif( i — ~)^ 

e chiamando f* il termine che vietre immédiatamen* 
te dopo f niella serie eci jp , ^ , />' ec. , fora r -+- 8 r' 

c= ;r ( I — -r ) ; ' <f«H)(j[ue-8t ±± '- — ^^^— , x =sj 



...♦3.».»a±s -;[-- , ed % 



«f^<r — ; — ). Cosi data y -h (« Hh J) Jy -+* 

^ i ' ir 

^ p ' X :ir— I x — » * 

-^ a ( «51 -h I ) i onde > = i- ( C -^ «tf ( i»c -4- I ) ) 

t=s -L ( C — i;^* ) ( 7) =i -^ -** «^ *^ Pariitìcotc data 
>r=:/y ^-^, attcio /=±=>H-8y CO » " »vrà jy •** 

ove supposta / costante , saranno rf/*, itf dei prò* 
dotti f" ^ f^-^^ di / moltiplicata per se stessa tante 
volte n,n^^t quanti sono i termini che prccedorid 
y\ y nella serie ce. '*y , 'V , Vf j)' »>* «c- » ^^ ^^ ^^* 
caso si àVrà > :;ì: /"* ( C -f* ^yj^H" ) » « se sra costante 

anche ^, il rioaanente itltegrale ngr ij^p-J esprimer* W 

Sómma ; ^;^ ^ della progrésslbti' geometrica ?jr'> 

5;r^. •. 4rj cioè la somma di t|ftti:i Valeri clic sì 

hanno da ''' >/?-»/ cangiando tuccessivamente » in x 



«b^f , ii<*-fc l..;.3,i, É; si àVra dunque ailòf» ^^^ 

Può sciogliersi con quésto metodo ii l^rghlcmi 
Seguente. Data al fruttò sctiiplice dì tn per i u#a 
sorte p , risolvo di consumar in f anni e sorte é 
frutti^ spendendo annualmente un' eguai sommai 
Cefco la somma n che potrò spendere ogn' anno; 

Suppongo che nelP anno n^^^ U sorte sisi 
ridotta ad y ónde tra sorte e frutti si abbia y(i-+i 
^ ) ^ ^ giatcbè in quest' anno si spende h , la sorte 

nel seguente arino [n-^if^^^^xl y=±:(wH-i)|^ 
*— ^, e(}iia2Ìone da cui ii ha f^±zm^i^gz=s^ 
à:, ed essendo x tostante, y =ì: C(»ì-ì-. i )« — . . .^ 

'- ' '■ '- — ■ ■' '•• ^' - ^ ; dia quatldo gli «nni sono «asisc 
$1 da la sorte >^=pi dùnque p'±zC(^m'^i )«-^J^, 

Or tutto vuol consumarsi negli anrii nz=±i^ é per* 
dò neirfinno iis±^*4-ik I dee aversi yi=;«} dunque 



* ass — -H (p~--r)(«^*^i ) ^^ la somma 'eér- 
eata x^^^^^^^^^ >. , 

i86. Sia anche Tequaiiùrt.. Knéscre del Éeéond^ 
Ordine jvH-aljy-f. iS^y rrr i|^ in cui «,^ son co* 
stanti e 8^=c«i . Secondo il mttòdd dei codlficicnti 
indeterminatk-(i^a): fovì^o...nip ^ nti^y^azib, e^^^^qm* 
toate }e due rqfuationi , viene I« , fff-(a S- w )/> — 

^oy-+:iJ^s3:Xr éiippos^ò V sciita (15*) >-H 
((i-t^w )j>.t=fclv<>^( w*>;^-<t^^^^^ abbÌ4* 

«ftp a +.|fr3».~~^ con cl^ejii . àftei^minànó i valori 
^ i w* di MI (i&it^ i e latto li*, y 4-(« -+- m)^ 



«4 ^ 

ssiusszy --^ -^ e perciò tuzz ìy -^ — ^ ovVc:. 

^ , m m 

wo miuz:smiy —'hip ^ li I. equazione divcnk 

u — mlu = Z che ci dà (185) « =5 tt ( i -+• -i V 
(^*— (f- }; onde iatta h^ costante 



i^H— 2=iA t però m-— g-i— - si avrà irrssé^fC 
— { *— J ) ^ __ I ( 185 ) r e se anche X fosse 

costante « verrebbe uss:y^(C^^ih-^ i)Xe—^^) 

— rC/j* — Jr(/j«-* I) (1S5). Posti pertanto in 
questi i due valóri m\ tn" di w o h\ k^ di b , 
si avranno i d^uc «% «*' di 1^ , e quindi ai solita 

TT — ^"^^^^^T" — ^ *^^' 

E evidente che l'equazioni simifi del terzo> 



srmo 



quarto ...r ordine si posson riioivcre con Io stts« 
so metodo (154. i§6). 

1S7. Bisogna eccettuarne al soFito (156) l'ci 



quazjone j^-f-tfJjy-HiJ^y.^.-l-w fyi=z X quan- 
do si ha q r=r o, o^ resfea soianyente «f^y ±3 X: nva 
in quest'ultimo caso pi}^ afpplicar« li He ^differenze 
finite il «Qtodo delk ripetute iutegraetooi (146) ^ 
Supponghiamo per -bitvità a^ac 1 > r =: 4 , X= o , 

i dovrà. intewarsì >*jy = o ovverò Ìl^ = o: dun- 



qu«.«'*!^«.ÌV^t^ 




9 ^ ' 



*\' - i , - A- . i V 









^C'ssrlziq-^ -^ e^ ^- ^ ) -- C ( irj') -h 

r ( 5l=il ) H- c" « + r- = -^ H^ C£=i^i^ 

•+. ( £ •-. ^ ^. C") jr + C^' • 

j88. Si ha di qui la teorìa di varie spifcie di 
Serie Ricorrenti-, ma noi ci limiccremo alle più' sera» 

pliói. Grtà si M che r-tquazione -^^ — ' — x^^^^ 



Bx'+^Cx^ ca ti riduce a 



^*H-2<f«— y. 



f a*^^-a*^:JC^-^^ÙAr*•+-a*Dx'^-a*£^*^-ec• 
[ ^ jix^ ^ Bx^ ^ Cx' — ec. 

e i di)f ,p$i.rpi coefficienti A\ K si determinano dall' 
equaziìoni ti^^ji — «* s:? o*; a^Bx^ laAxzzz o : 

rìgtiarde-ag4j altri C^ B , J& «e. , ti bà Cssar^ 



• t 



-4*- . .Xl SEC -^— •+• —, • jBSw-i r -ìf- >r---.-ec, f 



d'onde .la icric ricorrente i-*^ -, — -+• -5-y --^ . •• 

a a* 

1 2aÉ» ^ 2fx* ^^ ^ _^ ^^^^ agnitore^ 



della serie \ Ora le costane quantità ■ "ì , - ^^^ 

•ji ^^ ^^ 

dal.cui pifìditfo ]3£l\rc«prttivi <ibeflMcnti B,^m 



id I 



C^B JD t C che prt cedono , naico ^aicuno dei 
coefficienti C ^ D ^ E te. che seguono , si chiama 
4C§l(k di relawmif ^d è facile ossei vai'e ^% che 1(b 
scala di relazione i formata dai coefficienti che ha Im 
^aria^Hi nel .denétninae^^ ordinato del rotta gStìtore ^ 
fresi con segni contrari e divisi per i termini costanti ; 
10^ che per avere il conciente 'di-- un nmxxp termine 
della serie bisogna moltipUcxr ( ultima già trovato per 
H- primo ternani della scala, di relamone , il, fMhultttfto 
fer U secondo ec. , e far la somma di tntto . Coti il 



rotto . ^"^ ^ „ 91 cangia nella serie 1.-4^ tz^ 



1—3—3 

cui scila di relazione «afà^ i , ^ o , «ff « , -4- i • 
•^i\ e supposti trovati i "prini cinque coefficienti 
I 9 ^f 3 > 3 9 4 9 pcf avere il sesto , il settimo ec. , 
si farà i.4-+-o.i-4-o.3*+-i,2-— i,i=s»S coef- 
ficiente del sesto termine , i .S-t- 0- 4-fr-o-3 ■+• 
l«3r-<^i.a=;6, coefficiente del settimo ec. 

,189. Dau dun<}ue una serie ricorrente f^gx 

"hx^'+'kx^ ec. con la scala di relazione fi -ir 

^9 + ^ec, , la $ua somma all'infinito sarà un rotto 

•/. j-4- /Ar-+- Mx^ ec. .. . - . .. 

senitore — -I- -2-= r — di cui la scala di 

relazione già son^ministra il denominatore (iSS), 
^er avere i coefficiènti s\ t ^ u ^ ce. de(' nùnderacore, 
si divida s^tx^ux^ ce. per t ^^^pX'-^qx^ ec^ 
« paragonando il quoziente s^[t'^ps)X'iriu^^ 
fs^pt'^^p^s}x^ ec. con la serie data., , si' avrà 
szszf.tq^g'—pj.u^zh—pgr^qf^ ec. ; dun^ 
que -la^ somma ceroaia' saii% . • « , ', , • « 

ferie sia i ••^ ^^ ^-^^ ec. 1 e la , scala di rela» 



J3r 

4r ce, , /?"=x —w —, fl =-._;» e la sua somrpa alj* 

infinito sarà -— ^ ^,(188). Che se si voglia 

la somma fino ad un dato termine rx , i termini 
dopo di esso ali* infinito sar9t)oo v^c"^^ ^-935 

« ò i * ^ > 

I— !-/? X-»- (7A:*-?r-j'A:^ ec, 

£ però la sonami ^clla serie si troverà .... . . 

" / 1—/) a: — qf X- — r ^^ ce. ' ' 

onde nel Gaso d* una scala bimembre p^-^q quan- 
do foz3E/?^-+- ^/. e x=^9H".?^ (*88) , la somma 

fino al termine rx sarà , . . . . ,...-. 

i=^r •+• 9'<y,9=^^V'4-5r (i88) . Così volendo la 
somma delia serie di spp^a i - ce. fino al 



quinto terooine Ì2^ , ella si troverà ,•.'.'. • 



a^ -+- 70^x' — 290:* 



190. Ma questa formula dirUa somma involven- 
do i termini particolari f yg yb ce. v , 9 , x ce. , 
non può darci ii termine generale^ onde alla ricer* 
ca di esso applicheremo l'equazioni a differenze- fi- 



nite . Supposta q^^r la scala di relazione' , y^ il 
termine generale, y il general coeificieiHe. della Ilo- 

rie ce. yx ^y$e ^y x ^ ^y"x ; ec. ed /z 

il numero dei termiai la cui differenza costante è 

S 



|ii=: i , si avrà y^^zzzqy -k-ry (188^: ma / =:> 
-H8y,>''=:jy-^a8y H-S^y (j) i dunque y -+-..- 
jjj^^Jroy-t- — yj«5^^^|jg parajronau con Te. 

^uazione di sopra ( 186 ) ci dà a ss:-- ^.i^s 

^ '^ I — (7 — r 

1 . a«-«*a . — I 



ili S^ ■ ' ■ ■ . ;^ *• f Wi ^SS • • • • 

»(i— </--r) 



C è'" ed ,.*»= t(«±«L)iC;=l£+:!2>'iiL" (,86) . 

Così data la scria 1 •+- i a;^ -+- ax*;*f- 6jc* ce. =s 
1 x^ 4- oy' -+- ^0Q^ H- 1*^ H* 6** ce. « la cui scala di 

relazione 14-4-2 , sarà ^5= « ,r = 2 , a=:r-— — ^ 



« poiché facto n sodisi ha dalla serie y^si » e 
facto n ac I si ha y :s: o , le due equazioni 1 ^sis 

? — !j!1— , o := Ì! — TZ.-, daranno C*=: — ^ C = 2 ed 

yx ss;. =»J — ,^ preso il segno H-, o 11 segno 

^«*- secondo che n è pari o impari. 

191. Accade talvolta che per esser 1— gfsso 

• * . • 

ed I— ^g — fszso, si trovi ;ii^=5w"s5: ^ : allora 

o 

1 equazione y -+• l ^ '^-^ — '^ s; # si riduce 



a X*y=:0 oVa h ffiffireniia/e rd^seartee i ji/tÈs i 
(190); dunque (fj^y = C« H- C (187). Così data 
la sene 1 •+- 6a? H- 1 ix^ •+ lój^^ ec. la cui scala di 
relazione ^ , -f- r s;ri , — 1 e perciò q -* 2 = 0, 
ed I — 3— .rrrro, sarà j(=:C«H-C^; e poiché 
.quando »=:o si ha ^=: t , e quando »c= < si ha 
y s=i6 ^ le due equazioni iz=zC\ 6 =?C-+ C' o 



5 = C danno > a;^ = ( 5 1» -»- 1 )x;^ Può anche av. 
venire che fi trovi w' = w'^sg — -il (15$) : allora 



2 
fatta al solito w'tst — JL -i. « , «i^sir — — 

ib' — * I -4- ~ -— ^ *^ ^ ^ "+* ^ I » ^ I 



lu^ 



# 



2» 



m 2 » — a /n^ 

— ,Css: C'=sX(i^|) , e posto per ca* 



modo a^%z=zg^ sarà «'— :/r/'^?^^^~ V , «^aa 
— ;— ^ì , cioè sviluppando i binomj con tra» 

«S «» ec, ^>~ -«(^ —^»g >>) ^ 



acurare 






tf . .w— t 



,«_^(r-i-i«i' «) 



^ «f*2»a w 



;;::::^j , e però (1I6) y 



***"""■ — — — - ^-.» . .->w. « .^— ^ • ^ * 



« «r ir •' ' • ^ 



4» (a +2» a ctf ) 

^ N 1^ — — ^ 9 onde fatto Ka=iC , Kgz^zC e resti. 

a 



ì4à 
lUito il Valoi* di ^±Stf-*i, à\/rci6ò yi£±lGn -^ 

C ( « — 1 ) ] Ll—^li ^ . Così data la serie 



n 
a 



a Af — j5 Àr^ •+• 8 Jt^ ce. là cui scàia di delazione 



5 , -+- y ±i — 2 ^ — t , sarà (190) a tai^ V^ j ni 

1 ed jy = [C«-^C'(^~i)](^i|^~* ; e poi- 
ché quando « = o si ha jy sir i , e quando w==: e 
%ì ha ^ = 12 , le due eqtia^Sioni 1 =s ^-^ G i ^ =3 (^ 

danno >;4r =( 9^-u-f)(.-a.i ) x . 

191Ì Anche nell'Analisi del Cajo e della probd* 
hìlìtà si adoperano le Differenze finite. Chiamando 
noi fortuito o cantale un successo allorché ignoria^ 
mo le cagioni che po^son f^rlo avvenire, siartio co- 
stretti a riguardar come e^Mlméfin probabiit f tsìstta*^ 
±si o inesifitenza di due successi casuali se 1* uno 
r altro dovendo necessariàrtiente accadere, noci vi 
sia maggior ragione per cui l'uno debba accader 
piuttosto che r altro . Si riguarda pure come egual- 
mente probabile I' esistenza di tre avveniméati che 
n vicenda escludendosi cbentre un di casi dee certa 
tncnte aver luogo, non ci- offrono intanto r^lgione 
alcuna ònrde lo debba ^aver questo piuttosto chd 
ijuello ; noa qui T inesistenza di ciascuno -i ^/à /^ro:. - 
hakile della sua esisteniajael raporto di 2 a 1 i» pefj 
che di tre casi poisiBìli l' JDésfstetiza ile ha, due irt 
favore e uno solo contrario. » Quindi le probabilità 
n , II' dell* esistenza o inesistenza d* un avVènimen*. 

****** Tt 

to soa tento roaggipri o minori, quanto direttameli-- 
te è più grande ò più piccolo if . numero dei casi 
jF, C a lei favorevoli o coht'farj, e qàVrito* recipro- 
camente i più piccolo o più grande quello dei casi 

possibili P ^ onde sarà II = Fx — = -^ e II = 



tK-^^z-p-pt poiché i casi l^avorevoli F insiè- 
me coi Centrar! C formano i casi possibili P, cloì! 
Jf=^.-+-C=:P, èi avrà il + ri'ssi ed i rappresen- 
terà la certiczza ^ essendo chiaro che lin àvveninicn 
to dee di certo accadere ó non accadere . Trovata 
ìa probabilità si determitla la speranza 2 degli in- 
teressati air esistenza deir avvenimento ,. e questt 
speranza evidentemente risulta e dalla soninÀa spera 
tà S e dalla probabilità II d'ottenerla, cioè lÈzzà 

ttS zzz~ . Ecco óra un Problema sulle probabilità 

per fat vedere cottìè sì applichino a somigliaùti ri- 
cerche lè Diflfcrenze finite . 

Presa a caso una quantità di monete cita bn 
triucchio n di eSse, deterriainar la probabilità ctie il 
numero j^reso sia pari ò cafìfo , suppónendo che 
possa prendersi d(ià sola moneta , ò più , ó tutte . 
Chiamando y ì casi in cui il numero pre^ó può es« 
sèr pari , é z quelli in cui può esser caffo , una 
nuova moneta aggiunta al mucchio e combinata coi 
precedenti casi in caffo, gli renderà tutti pari, on- 
de allora la somma dei pari sarà I* . y :=z y '^t- 1 ; 
ma combinata coi precedenti casi pari , gli cangierà 
tutti in caffo óltre Tunica aggiunta che è caffo ^ on- 
de la somma dei casi in caffo sarà II* . z'zszX'^i^ 
y-^i . La I. dà ji? •+- 8jv =r jv -4- X cioè 8y s=r :5 e 
però 8^y 5= 8^« I dalla IL si ha «-t-* 8 «=r «-hy 
-+• i cioè 8;5(=s=:8^y)=:y-+-i e però y '* S^v 



•^ t. , equazione da cui abbiamo (i86^ a:=zo^b 

1 ) «^ "^'— I : ma quando ucrr i non ti hanno' 
casi pari e però y = © ; dunque ' C s=: o i y =a 



»42 
Ora i casi y pari coi casi z in cfaffo datSDO f ca^i 

possibili Pcs:y-4-«s=2^— I ; dunque la proba-» 

bilità per i casi pari è II =: — — ^ 



a«-« 



li * / ^^\ 

^^ , e quella per gli ioipari II' s= ~ 



n ^^ ^ , w ^ J.W- ^.- — ^«.- — ^ 

-^ — ; e poiché 2 p* 2 



• • ^ 



m wt 



la scommessa per il numero caffo sarà sempre piS 
vantaggiosa che per il pari • 

DeW Integraxiwi d$lt Equazioni' m DiJ^erene farzàaUf^ 

19 3. Supposta z una funzione di più variabili 
^ 9 > ec. , diconsi « differenza parziali del p-im ordi- 
ne quelle equazioni m cui Z ^k ^y ec. vanno unite 

d\ J^z 
con --— , --^ èc. (lai); del secondo allorclie oltre 
dx dy ^ "^ ^ 

' ^ /^^ ^«' . dtfz 

Z ^ X ^y ec» , -p- , -r- ec. trovansi anche -r— .-3 2=2 

dx dy dx* 

d^^'z d^z^d^z d'^JPz^Sd^ , , 

d-^ ' -d^—di;^ ^"^''dTTy'-dJdx^'''^'^'^^ 

differenze parziali seconde che nascono e dal diffe« 
rcnsiar «-r— per x^ — per y ce. essendo costaucf 

dx • dy ec. , e dal differenziar --- per y o 

per n ec. ; cosi si dica degli altri ordini successivi • 
Tali equazioni qualche vofu s'incontrano neiraica 
Geometria «. e assai spesso nelU Fisica Matematica 
pili subligae: ipa come il Calcolo lufinitesir aie sup- 
pone perfetta 1* Algebra, così quello dell' equazioni 
» differenzi parziali suppone perfetto J' Infìnitesiou* 



r4J 
ìt . Per esempio , qui si assume che possa sempre 

trovarsi ii fattore m che rende esatta la differenziale 

qualunque Pdx^fldy (147)» e si riguarda come 

integrata un* equazione a differenze parziali quando 

h ridotta ali* integraziond* un' equazione a differenze 

ordinarie : se il fattore non possa aversi o se noa 

si possa fntegrar 1* equazione differenziale , il difet* 

co sarà dei Calcoli inferioi:i, non di quello, di cui 

trattiamo. Eccone alcune più elementari nozioni. 

194. Se :^ sia funzione di ar, ^, si avrà izzsi 

Fdx^Qdyz=zd\-h^z. e pcrò~ = P,^~ 
j(^(i22). Dal che si raccoglie i.^ che T espressioni 

-7- ♦ -7" son quantità variabili ma finite , denotanti 

dx dy ^ 

il coefficiente P o Q^ ò\ dx o di dy quando si difc 
ferenzia \ o per x o per y : 2? che se nella diffe- 
renziazione di z si prenda x o y costante , si ha 

dz = d^z == Qdy o dz=^ d^z = ?dx , e 1* integrale 

di queste equazioni sarà z c=^J^Qdy -^ C o z t=: 

J Pdx-^C ove potrà essere C^=z(f(jxì) ^ C ss 
<t>{y) (122. 2°) se d altra parte non si sappia che 
tali funzioni non hanno luogo : i? che avendosi 

J^dx = Px -^fxdP , e fody = Qy ^fydQ^ (100), 

sarà z =:fpdx -f- JQdy = Px -+- Qy — /( xdP -+• 

195. Dico ora che se z sia una funzione di x ^^ 



onde rf^ == ^i^« -4- /r « , ella sarà anche una funzione 
é\ x^ u (supposta u funzione di x^y) onde 4cao< 



«44 

taodo con a « la iliffcrcnza di « per la nuova ti , 

jX ti 

si ;;ivrà dz = d ^H- a z . Infatti se z ^=: ax -H fry 



nax -rj- ^y' — ( w -^ I ) tf« =5? z X ;== ce. ^ 



potrà farsi r<s=e»afX'4r ity , ^=:i^^— ;- (^ -^ i ) a^> 
«:;=-■ ^ , ;^=;(a*H-éy)^ , »=?:^c, ed u sa- 
rà sempre funzione dì x^ y, onde :^ Io sarà anebe 
di X y u . Perciò u è indeterminata e suscettibile di 
infinite forme differenti • ^ ' 

196. Anzi può X soggettarsi a soddisfare ad 
una condizione ric(iiesea, per esempio, che sia tale 

jx ,y 

onde abbiasi --« ^rj- ?—, — = o • intendendo per p 

dx dy , 

UC9 data funzione d\ ^ ^ y i poiché preso dall* equa- 
zione proposta e sostituito in dti z^s d ti -^ ff m il 

valor qi /< « , si avrà in z:^ d U"^ ^—-, — =::: • 1 

— ■ Cdy-'^pdx): dunque supposto nt il fattore che . 
*rendc esatta U cjifjcrenziale dy^^pdx[i^'j) onde si 

^bbia mdy ---» ntpdx z=z dt ^ verrà dti^:^-—- . — ; duo- 

\ - . . dy p^ 

que uh funzione di / , ed essendo ti indeteniìinata 

^ti 
(105)^ può farsi tissit onde -7^ =::;: tu^ valori che 
•^ '^ * • dy 

danno -r- •+• ~. — = ^ • Cosi se si voglia u di 
dx dy ^ 

modo che sia -^ ^' ^= o , avremo p ss=: — -» 

dx xdy ; 

-^' < dy "^ pd^ z;;^ dy -jr — f differenziale esatta sq 



/ 



J! . 



si moltiplchi per inzszxzzz'-—i dùnque My :zztzss 

"dx • xdy **^ • X "** ' 

197. Considerando dunque z com* funzione di 

x^ y e di jc, u^ si avrà J:5=:^*^:5-+-<i''^«ss J^:5-4- 
^"^ {195); ma àwzzz^^u^ffu ovvero iuà z =5 

{ d\ -i- /« ) /« , e però A = tì ( /^u-Hì^k); 
dunqqc dz =: Jt^Z^ -j- . /^« H- -j- , druzz^z 



du du 



rf^^, c quindi (i^4)^z^ad'^z^ ^.au e ^;5 









198. Ciò premesso, poco vi vuole a integrar 
r equazioni lineari del prim' ordine a tre variabili ^ 

che tutte comprendonsi nella general t — «^-.^.--5 

c?A'. dy 

H-9c=:p essendo /> una data funzione dì x^y men» 
tre q può esserlo di x, y, :(• Poiché sostituiti in 

essa i valori di aZf Jrz (197) » « ha--— -+- 
/« / ^« _^ pd^u \ ^ _ ^ ^ /„ d''u_^p^t* 



... j»*i 

= per determinare u (196), viene — -— H-9 = o. 

Posto dunque in q il valor di y ricavato da quello 

di «, onde f si cangi in 3', avremo/ z^qdxzzc: 

ma % è qu) funzione di x ^ tt. e imbca «4 ; dunque 

T 



m fc costante («|>4-«*); rfunquc d^z^szdz^ss^qdx^ 
dunque zzzz^^J 9^ + <p(^)(»94* ^^) • 



Esempio . Debba integrarsi ^ _l^ y^z 



«V(^*-Hy*) 






>»)e 



d u 



dx 
o : avremo f 



xdy 



JTu 






xdy 



dx ^ dy dx 

. Da questa equazione si ba ( 196 ) du z 



» •nf 



^^i2 ydx 

dy X 



) , e poiché il fattore m 



- rcn- 

X 



de esatta la differenziale dy -^ ^ ^ , veni ^ 



'sr.u ,y=zux, q 



z 

ux 



X X 

1 



ajrV(i •+•«)! ^ 



zdx 



dovrà integrarsi dzzuz^^ - — -+• aArJjif V(iH-«*) 



ovvero uxdz -+• zdx = aux^ dxy { i-4- tt^) fat- 
ta f< costante : integrando pertanto ( 156 • Xi. ) e 

restftucndo quindi il valor dt «rr:-^ , si ottiene 

a; 



ay x\f ( x^ ^ y^^ 



• i^-f-AT ^ Air 

199. Ho supposta p una data funzione di «.y: 
ma si deve aggiungere che può essere anche fun- 
zione di M 9 y » 2 « senza che si alteri T operazione . 
Per dimostrarlo basta osservare che da un* equazio- 
ne Z''~^axz^=s.by può aversi o i=a — ^—^ valo- 

re assoluto di z ^ o z:szaxz^by ^ valore che de- 
cermina z quando essa nel «ecoodo meoibro si ri- 



àx 



'47 
goarcli come ona costante^ In taf esser u che eraf 

funzione di 4r , ^ (194)9 1^ sarà anche di x ^y ^Zt^ 

e perciò ncll equazione — - •+■ ^~ — = (196) po^ 

tra esserlo anche /r , ma :s vi si dovrà prender per 
costante | e quindi tutte 1' operazioni dovranno farsi 

nella consoeta maniera. Così per f equazione 

•+- — ^:; — ss Si ha f = ^ , 9 e: or . J« rs . ^ . « 

^- (dy^ ^-y- J , il fattore w = y* , onde « ss: 

Né faccia stupore se qu! si sopprime il dencS 
minator 6^ poiché le costanti soppresse , o siena 
coeflfìcientf o esponenti o denominatori cocruni , ri- 
compariscono in seguito allorcbè si determina \tt 
forma delle funzioni ^ secondo certe condizioni as- 
degnate . Per esempio % se si voglia la forma della 
funzione 4> tale che fatto y =s mx nell* equazione 

a=ai<p( y*-4r^*) , sì abbia « = — , é chiaro che 



sostituiti i valori di % ed ^ , T equazione diverrà 
— = ^(^*-f-wi*jr* )^ onde posto «=x* -+•>»* 

SI* e però jc* ss -5 , si avrà cp ( 11 V =: • r . . 



-— ^ trs T'-^ =sfl?(;tf^H^y^)=:^i e si 

vede che in <|> era stato soppresso il denominator 
costante «(m^+i). In tal guis^ (per avvisarne 
qui di passagg:io ) si determinano le funzioni arbi 
traric dell' equazioni a differenze parziali ^ finche al- 



^+8 

tti€no le e^fiditióni assegnate per It loro deteriiitcìai^ 
tione possono esprimersi analiticamente. 

SCO. Del resto ^ si integrano con questo me* 
lodo anche certe equazioni per cui si suol ricorrere 
alla formula accennata di sopra ( 194 • 3^) • Tale 

è r equazione -r^ . -7-^ = i , che ridotta a -y-? — 
* dx dy dx 

— ^ =2=0, ci dà />=r:o, 4=ts—- -^ ^««-^^ 
dy 9 onde UsS:y ,^'-3 — • -^ , e quindi dz:sz..é 

dunque differenziando z per y j ti avrà ^z (. =3 

~dy)zszdy(p\y)itd integrando , ^Al — 
d^z d^z 

^ ( > ) '^ una Costarne che può esser funzione di 



ciò « sas ^ H- ^-^ ^ f(^)i cosicché se 

az dy 3 dx Jrz t 

$ia^s=i ^^ t=:r onde r— :±s — Z 3-* — , ver- 

^^ ^:^ d^'z ^^ V 

rà :(=:r«-f» JL.^ t- (f-)^ preeisamente come ai 

afvrebbe dalla cìuta formula • 

ftoi. Per assicurarsi poi che l'operazione ^ bea 
faCtn, si corna dall' integrale all'equazione differen^ 
siale i^ differenziando tutta T integrale per x dal 
che in luogo di 9 si ha 9' ( 3 }) : t^ differenzian* 



149 

^oU nuovamente p<r y dal cht purè si bt ^' ifi 
luogo di 9 : )^ eliminando <p' per mezzo delle due 
equazioni^ Sì integri al solito (198) T equazione 

h — /^ ' - -^ ss o , ove * ss -5-^ , a =3 

m^ z j ^^f 1 tn^ydx^ -ir. ' 

*-^ — — , d« ac --7— (4y — — v^ — j, 1! fattore 
X dy ^ "^ n* X '^ 

*— I e perciò — ^ — =: u ^dz^s: — - — - t 



m ni . * ' mm 



0$ X 

fc = x^/^9(. y ) ovvero ^^-:(})(-JL_): 

^ mm mm m/h ' 

nn nn 

X X 

per ritornare alla data, differenzio questa per ^ e 

'. X drz^^m^zài dX 

Viene ^- = '— • • ■ — ss • • % • • 



nii^yx 



■■»«i * 




Lj differenzio per y 



mm 
nn 

ed ho — i s=: ^"^^ — - i elimino (pMriduco , e 

mm ^J5 

X 

trovo U data. 



aoa. SI* ora 6» integrarsi requazion lineare 
deH* ordine u""^ e della forma *''^** 



•+-CC. , e per render più facile riotelHgenza def 
metodo , ridiiciamola ad uo CMO particorare e si» 

2;^* = .. Pongo "iO* •2Ì^«+?!^ 
^y(V k funxioae di it,yy e differenziando prima^ 



«i«^**« . Jt*d^ 



per » e poi per > , viene 1I.« r^_i HL ^ " ,*4> 
. . ax dx* • 

«yi«^ 555^»^ y^^^^A ^^ „, 

""di^ dx "*" rfi^T" "^ ^^"^ 

y^^-j^szJ^V. MoltipKco la IL per ^ , la IIL 

per ii. e sostìmiti oeJk data i valori di '^ - e di 

dy dx» 

- . , - , ella dopo la riduzione diventa 

^j^ 7" = * ' *'** integrata (i)g) dà T = 

*X — )♦ onde l'integrale della I. saii IV.* ^^ 5 
* di»» 



«*>^A _^ y*/n 



HI 

^ ^ — , ^^ . -j= jiT* d> (— ) . Qutsta nuo^ 

vamence si intec;ra ponendo -- — 4- *^— = r , 
dififercnziando prima per x e poi per ^ , moltiplicali- 
do le due differenziali rcspettivamence per 'r $ 'T' $ 

e sostituendo nella data i valori di — r~s — e di 

^ z-A , che fatta la riduzione , la trasformano in 

^^y^ - L-x9(*)==o. d'onde «ih» 1^ 



= Ar*9(-^)'4-je*.(" ) e per integrale della IV. » 

^ H- >|> =*'9 ( J) + K*(f ) . E Aoalmea. 
te per T integrale di quest* ultima ^ che sarà rinlCitf 
graie finita della I., si trova 15= — (ip(Z) -f- 

^^j;(i!L ) 4-/(iL). Cosi si trattano tutte T altre 

della medesima forma e d'un ordiae qualunque» e 
perciò ^nche l'equazione proposta in principio ^ 

giacché il secondo membro ¥ q>.( Z.^ ecnon al« 

tcra punto il giro delle prescritte ciperazìoni. 

A03« E' però tanto simmetrica questa equazio^* 
ne, che il metodo d'integrarla si stimerà forse 
d' un uso assai raro . Eppur con esso integreremo 
più facilmente di quel che altri abbia fatto finora » 



Simo 



l'equazioni omogenti di un ordine n quelle ciod ^ 
«be hanno tutti i termini con differenziali . al mede- 



Simo grado e con coefficienti costanti. Sia ^ per 
esempio, l equazione I* . -p-^ -+- -- — . — ^ « , .. 

^ dx^ dxdy 

^ = R ove R può esser funzione di oc ^y . 



Pongo II» . ^V^- + IZ^—^sVim è un coefficiente 
^ , dx dy 

indeterminato ) e differenziando al solito per x e 
per yi moltiplicando le differenziali respettìvaroente 



I e 



per .^ — — e sostituendo nella I. i valori di 
■^ *dx^ mdy 

^-5- e di . 4 , ella , se si faccia III» , t — w — 

*1 = o , diverrebbe IV» . ^ H- ^-^=R. Ma 
m d X mdy 

qui bisogna osservare che la risoluzion della III. 
tlando due valori m' ^ m^ dì m ^ la IL si scioglie 

11 1 d z , m ìtz rr d z . m^à^z rr 
nelle due — zz V^ ~ ^ — =: V , 

dx dy dx dy 

//^ f^ 

d* onde viene --— =: V ovvero — — esc o ; dunque V 

dx ày 

non è ora funzione di x ^ y ma di x solamente ; 
dunque U IV. dee ridursi a— - = 2i( 194 .2®.) , da 

cui abbiamo Fs=: / Rdx senza la solita (p(jv) 
che si e trovata =0 ; dunque l'integrale della I. 



sarà 



d\ . w^z ì^x 



, , •4- —1 — ^= / Rdx^ che nuovamente 
dx dff J 

integrata ( 198) dà z=: fdx f ^ kdx^ip(y^- 

mxy rieordaodosi di mettere in R il valor di y=: 



»5l 
u^tnx (198) prima di integrar / ^Rdx: toa dai 

due, valori m\ m^' di w si ha :5=: f dx j ^ Rd x 

•4-9(y~ wi'at ) e i==r Cdx r^ Rdx-^-'Piy-^ 

m"x ) ; dunque sommando verrà finalmente z =: 
Cdx r^ Rdx+ ì(p(y--m'x)-^lf(y^m''x) 

=: Tdx r^ Rdx^(p(y ^m x)^f]y—m''x)^ 

la cui differenziale restituisce in fatti la data . Così 
presso a poco si incegrerarnno Y equazioni omogenee 
degli altri ordini. 

h 

204. AI caso di w*=;»"= — soddisfa anche 
piCi direttamente il metodo stesso (202).; poiché 
avendosi allora e =3 — la proposta equazione (203) 

diventa -—- r- -4- -r — , — -4- — --5- s=: U , 1 cui 
coefficienti costanti formano un quadrato perfetto • 

Si ponga dunque -7— ■+- -*-t — qsrF": differenziando 
per X e per y^ moltiplicando respetti vamente le 

due differenziali per -;— , — r^ e sostituendo al so* 

■ ^ dx 2dy 

Iita , SI troverà ^-, — 4- — ; — => K da cui si ot- 

ax zdy 

tiene (ij8) F=: fRdXr-h^Cy ^ ) i d««^- 

que l'integrale della data sarà — ? ^ ^ = 

^JldX'+^oiy -^ -^ ) 9 d^lla cui iBtegfazio- 

2 

V 



/ 



FIO. ■'♦ 



39 



ne viene zm f^^f Hd x^x(^(iy^^hx) 

205. La natura del nostro Libro noti ci per* 
mette di estenderci più oltre sull' equazioni a diffe* 
renzt parziali. Solo aggiungeremo che questa teoria 
si applica sempre utilmente e spesso per necessità a 
tutti i problemi geometrici ove si considerano le 
superficie curve ; poiché tali superficie esigendo tre 
assi a cagione delle loro tre dimensioni, e quindi 
anche tre coordinate z %y ^x respettivamente paral- 
lele ai tre assi e legate in equazione era loro , una 
di esse , come z , deve esser funzione dell' altre 
due, e ciò per lo più conduce alle differenze par- 
ziali . Si voglia , per esempio. , T equazion generale 
di tutte le superficie di rivoluzione intorno all'asse 

AA^ t n supponila dz:s:a z^d^ z^ss,Pdx^ 
^dy (194) la differenziale di questa equazione . 
Intendendo abbassata da un punto qualunque H 
della superfìcie sul piano AEA P ordinata perpen- 
dicolare HFsszz^ onde l'altre due coordinate sie» 
00 FPzs=:y^ PCz=zx^ si congiunga F/f, e pro- 
lungata FP in M sicché si abbia PMr=z^ r= PH 
per la natura delia rivoluzione , il triangolo HpP 
rettangolo in F darà tt^=5s^*-+-^* , o diflFerenzian- 

do, iiz=^ — yÌ2z=zPdx^Qdy ; e poi- 



ché ildy deve eguagliarsi a «— ^^^- (<22) , sarà 

Pdx^si ; dunque u è funzione di jt e può 

farsi uzzzHx. Si avrà pertanto J^= — ^ $ P =••• 

H^x P^ ^ ==: o a= — • -f- ^^^ ^ ^^^ ed in- 
z * ijL^x y dx ydy 



I ^ J 

trgraacfo (198) con prendere it fattore w — iy, ^^^* 
verrà z:=:^(y^ — «***), equazione di tutte Je 
possibli superficie di rivoluzione intorno all'asse JA. 
ao6. Poiché però non possono aver qui luogo 
le notizie occorrenti per dedurre da questa generale 
equazione V equazioni particolari di superficie dcter- 
minate , osservereoìQ per ora al nostro intento , che 
"se neir equazione tt^ a=::5*-+.^^ trovata «opra, si 
sostituisca il valor di u cavato dall' e^oaziort della 
curva genitrice j4 E A E .'tì^vrì subirò fcquazione 39/ 
alla superficie generata r così se AEAE sia on cir- 
colo, un'ellisse ec, avremo «^s=a*— Jt* , fi^jss 

^ v^ ~"* j fc. ,' e I equazioni alle suprcrficie del- 

la sfera , deireirissoìdc ec. saranno l£=^ -f ?L. 
* • - a^ or 

_. Z $t^ y* Z^ - 

•+• ^ » ' =^ -X ■+• ^ *+" rr ^^' ^ *^ ^^ scmiel* 

Frsse AE^A cresca o Scemi uniformemente nel pri- 
mo quarto di rivoluzione ^ e all'incontro scemi o 
cresca del pari nel secondo ec. , cosicché la super- 
ficie generata abbia iJ semiasse CKz=zc oltre i due 
AC'si^à^ CBzn h , e ben vero che non sarà più 
•FM=lPH perchè la sezione MLP normale at pia 
no AEAE^ non sarà più un circolo ma un' ellisse: 
per altro essendo MLP simile alla sezione EKC 
segata pur normalmente per ^ECìF, avremo EC (h)t 

CKicy.iMP (n)iP£z=:Sli onde HF^=iZ^ 

ZI ^ 

e li n 

= p-j C« — y*)> riducendo dunque e. sostituen- 

do il valor di «*=:-^(a* — ■^^) f T equazione a 

questa superficie sarà i = --^^ •+- r- 4- - w . 
' ^ ^ a^ fti e* 

207, Abbiasi dunque un'infinità di taR superfi- 
cie ellittico-^sferoidali AEAKL simili tra loro e 
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concentriche « e si cerchi l^^qda^iòntf di Quella che 
tutte le tagli ad angoU ,retti.' Poiché per una delie 

date superficie^ abbiamo i ±it -,- + 4^ -n- 



(uo6) e tutte son simili ^^ supposta a: b :^: imz n: 
l h ragione costante dei .loro semiassi, ^ però a^zs 
tHC^hz=zHc^ la generale equazione di tutte diverrà 



-^«^-5- •+- -4-r •+•— ^, ove m.n sarati còstan- 

ti in ciasct;na. sferoide, e ,jii 9olp \c varierà dall'una 
air altra: peroiò diffcreqziajidQ , la co^inuoe ^qua^ 
zione delle . superfìcie ^à tagliarci ^tkjd;^ 

^^\^y4y;xTdx^YUy fattogli- 



_ • 4 » 



^ th ^ y 



m^z* 



-^- Ora scùd m puilto^ qualun» 

'39* qne JR della superfìcie AEAKL sì alzi la normale 

Ììr=£/chc' ittcontri ^1 pìztiX},A'EA nel* purtto T a 

cui rispondono (condótta OS,T paraljela a CA } 

le coordinate CI=: Ò T:;si a , 1 Tx:s:, GStsz b' , e 

da R si conduqa sul p^aqo -^f^ la perpendicolare 

KV;=^z^ da V. sopra CArM perpendicolare FGcrs 

y^ e congii^nu jRSy poagasi C S'isso S £=SJC, sarà 

TSzszlGzsiGL — oC,VS'=:S:V -^y , e il triangolo» 

Kl^S rjettajigolo in V darà R,S} =t: :i^ -+• (*'*^:v )^ : 

ma appartenendo jR.y al paiano RVS perpendicpla 

re ad or , anche il -triangolo R%T k rettangolo 

in\S; dunque Ér=i/=^V[^^+ (è*— y )^-f.(a- 

*«)*ì» che per la natura delle normali al{é superfi- 

eie dovrà esser la massima o la minima di tutte le 

lince che ' dà 2*'posson condursi alla superficie 

^ f/JJìTL. Differenziando pertanto, ycrrà :5^^ — 

{b^'^y)dy^^'{a**^'òc]ixGzro[to] ò sbstftuen* 

do il valor di iJa trovato di sopra, (^X^z^^ (a* — 

x))doC'+ (Yz-^ [b' ~ j;) ydy == o ,' 'e quindi 

X'z^s^ V^ r^-h y ed /= ;^ V C^ rh-T'^ 



. . • • ^^^ FIG# 

3^^),. Ma giacché nei punti ove le superficie si ta- 
gliano» le coordinate della cercata e della data debbo« 

no esser le stesse , 3upposta dz^szd z^drz ztzzF'/ìx -+- 
5C^'/ijV r equnxion differenziale della cercata, k—iRZ 5^' 
la sua normaU in 2t,^=:ty ed h=zYZ le coor-' 
dinate òhe determinano il punto ^ in cui ella in« 
contfa il pianò AÈA^ si troverà col raziocinio me^ 
desÌMÌo ^=sP*:5-f-:c,&ì=3^':5-+-y e Jfc =t= it \/ { i -K' 
J^'^^QL^), onde se sia TZ=zt T iritPì-vallo tra 
le due tidffflali /, * , si aVrà t = \^( ZX^^+^X T^ ) 

(1* -^J^.')^]- ^'^ le'due superficie debbon ta- 



gliarsi ad angoli retti e però è retto l'angolo ZRTi 
dunque t=l}/ (f^ ^ k^)^ Z\/ [ ( k — I^)^ 4-(I^' 
-^4')^'I> cioè 1^ P'jfH-^'y'— , ó mcttcn. 

do i valori di J[\ Y" , P\ s/ dati di iopfa , ^ + 



ò e per6(iOi) z 



ìi^xdy -^ X 

jg m f -^^ — 1 , equazione alle superficie cercate ^ 
\ mm J 



nn 
k 



che diviene i=t2Jc(}>(—) se le date sferoidi si caii* ' 

^ìno HI sfere, ove essendo i semiassi ai==^=:rj, si 
ba 7/1^=7/ =t r . 

Del Calcolo delle Variazioni .. 

2cS. Oltre quel genere, di Massimi e MiHind di 
cui già parlajnroo di sopra. (v9) , un altro ve ne è 
più elevato che ha data origine al Calcolo dille Va* 
Thiziom. In quello si cercagli punto di una data li- 
nea ove una certa quantità variabile diventa massi-, 
ma o oiirtiaia, co&iòcbè cangiandosi gli aieri punti 
o elementi delia curva , \x qo^intità massima o mi- 
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nima non soffre atctin cangiamento ; in questo si 
vuole la linea stessa in cui abbia luogo la proprietà 
del massimo o del minimo « di modo che la quaa* 
ticà massima o minima dipende da tutta la curva, 
e cangiatone qualunque elemento essa pure si can^ 
già. Così il problema di determinar nel circolo la 
massima ordinata , riguarda il primo genere t ma 
quello di trovar tra tutte V isopcrimetre hi curva 
che con V ordinata e con V ascissa racchiude la ma»- 
sima area, appartiene al secondo. E! vero che am« 
bedue i generi dipendono dagli S;tessi prìncipi e che 
alcuni problemi spettanti al secondo posson trattarsi 
anche coi metodi del primo; ma tali soluzioni son 
per lo pivi assai complicate e poco naturali* 
^ 209. Sia BD una curva che abbia per asse la 

^ * retta jìE c=: a , e fatta T ascissa jiP = ^ , si con* 
ducano 1* ordinate perpendicolari jiJS » PM ^ ED . 
Pongo PMs=:z intendendo per z una quantità com- 
posta comunque di jc , jy , ^ 5= -^ , ^ = -^ , y =: 

dx 

supposte <p t (p' ec. delle nuove funzioni di x , y , 
p^q ec. Se si prenda PTxisdx e si conduca T or- 
dinata TV, sarà FMVTzzszdx (132)» ^SMP=: 

I zdx che va a zero se xz=o, e diviene AB DE 

se xzzza. Chiamasi If T area ABDE i dunque se 
ciascuna ordinata PMzzzz rarj in più o in meno 
di una quantità infìnitesima Mf e sia f la caraUeri» 
ftica della variazione come d io h delia differenzia- 
zione , avremo Mf:szfz variazione di %^MfiV 
z=^zd9G variazione di idx=i PMVT^BcfMz::: 

j^zdx somma degli elementi MfiV z' variazione 

dell'area -ifBAfP, e finalmente B\CKDissfiH varia* 
:^cne deir area JBDEszzH. Quindi se quest^area 



ec. e anche desìi inteeraH f(fdxt f n 



^^9 Fi(ì 

H debba essere un massimo o un minimo , biso» > 
gncrà che l'area BckD si annulli e sarà ^ Hzsz ^ * 

6 • ABDE zn^ jzdxzzio (60) , presa V integrata 

da X zno fino ad x zzz a . Da questa formula 

fi / zdxz=zo si avrà la relazione tra :c ed y o T e« 

quazione alla curva che ha la proprietà cercata del 
massimo o del minimo: cosicché qualunque altra 
equazione tra ^ ed ^ darà un valor più piccolo per 
H quando H e oa massimo ^ o un valor più gran* 
de quando JS h un minimo. 

2fo* Il Calcolo delle Variazioni dee dunque in* 
segnarci a trovar la variazione di M o il valor di 
^H ^ che andando poi a zero determina il cercato 
massimo o minimo • Ora H può riguardarsi o nello 
stqto primitivo quando z o PAi non ha ricevuta ìa 
H alcuna variazione , o nello stato variato quando z 
vi ha avuta una variazione Mf^ e si è cangiata in 
PM rb Mf = :5 dr M • Ma siccome nello stato pri- 
mitivo di ^ se X divenga x:±:dx anche y diviene 
y dbdy ( i) $ cosi nello stato variato mentre H 
passa in Hzht^H ed x (s=^P) resta lo stesso ka 
ambedue gli stati ^ z td y div^entano zdtz^z ^ yd:z 
^y: onde x non influisce nella variazione. ^/T , che 
solo dipende dalla variazione f^z% e si ha sempre 
^x=:0) e perciò anche ^dxz=io. 

211. Come z diventa z^^z^ cosi :5'(=jQ^N') 
sì cztìgìà in z'^^z^zrzQg ^z"('=sRS} in z^^ 
^z^=2Sh ec: ma z' s^iZ'+^dz (a) onde ^z^c=i^z 
^f^dz; dunque ^dz=^f^z' — Pi±=://?:5 (a)» cioè 
la variazione d'una dijferdeziàle eguaglia ìa differetu 
ziali della sua variazione. Perciò srivendo dz in ve« 
ce di z^ sarà pd^z:=::^dfidzz::^ d^ ^z ^ e di nuovo 
scrivendo qui dz in luogo di z 1 verrà M^ ^ =s 
^P J*«=: d^^dzT=id^^z ; e in generale M*«ste 
d'^z^ o preso m <^ n ^^ d'' z^d"^ (^ d"^"" z . 
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ai 2. Del pan supposto uzzzjzdx^ sarà va« 

riandò, ^uzrz^^Jzdx^ e differenziando, duziz^zdx'^ 
dunque ^du(^z:sid^u]s:z^zdx^ e integrando, in 

z=zj ^zdxzi^ij zdx^ cioè la variazione delt inte^ 

gral ejzdx egnaglia F ifite^-ale della variazione di 

zdx. Perciò scrivendo /« in vece di ^5 , avremo 

fifzdx=:^ffzdxz=zff!^zdx ec. 

213. Si raccoglie da tutco ciò 1^. che la diffe. 
renziale dz è diversissima dalla variazione ?^z ; poi« 
I che dz t l'aumento che riceve z quando x aumen- 
ta di ^:^ onde non si altera il rapporto tra :s ed x 
o tra y ed a: (19) , laddove iz e T aumento di z 
quando quel rapporto talmente varia che nelF alte« 
rarsi z o y^ la variabile x resta la stessa (210): ^^. 
che le variazioni ^jv di ciascun valore di y nel suo 
passaggio allo stato variato essendo bensì ìnfinitesi^ 
me (209) ma indipendenti da ogni legge o condi- 
zione, non hanno alcun rapporto coi valori stessi 
di y , e sono anzi tanto arbitrarie e indefinite che 
posson poi determinarsi a piacere e anche mandarsi 
tutte a zero, fuorché quella o quelle che corrispon- 
4$. dono alla alinea infinitesima FTiszdx dalla quale 

risulta la lorcnuh J zdx t 3^ che z cangiandosi io 
zdcdz nella differenziazione., ed in zzjz^z nella 
variazione , ad onta della diversità tra le differenze 
e le variazioni , si ha la variazione di z come se ne 
ha la differenza purché in luogho di dZydy si scri- 
va if^Zy ^y^ si faccia X costante: così )a varia* 
zione di ^ qs: a^V ■+• ^^y* sarà ^ai=?aae^Py-f- 
zhxy^y ce. . 

114. Dunque ^{zix^zzsdx^z^zf^dx': ma 
^^JtfqsiO (aio'i ; àar.qMt ii^zdx^ zrzdx^z C 

/ fCzdx)a::fdx fi Z=i\if (zdx) Ì2iiy. 



i6i 
s I ti Farimeote poicbc ^ 2= «- , 5 5=: --^ ,. r ss 

— ec. (209) , presa ix costante , si avrà dp ss 

■ • 1 ày d^u d^ y 

Cd integrando , i> se? -p , 5 jbs -7-^ , r ss -r-f ce. 3 
" ** dx a x^ dx-* 

dunque ^P^^x ^^*^^^^ (211),^?=:... 
:r-i = -T^ , ^ r = ^ 5= — ^ ce , differen. 

aa;* dx^ dx^ dx^ 

ziali che facilosente si determinano osservando che 

Py"ec. (ili), e perciò d^^yz=:df,y' ^df^yz^ièy"-^ 
py—^y' H- Py = ^y- 2py H- Py , d'^y z=r ^'^-^ 

gv'''— 3f>''-4-3^y'~ fy ce: e se le variazioni di 
y^ » y^ 1 >"' *c. sicno zero (213) , verrà d^yzzz — • 
^y ,V^ft>; = P>',/i^^y = — ^y ec. 

316. Volendo pertanto la variazione di t, fua« 
zione di 9^ ^ y ^p ^ q ^r ec. (1209) , siccome la sua 
differenza sarebbe dz "s^z P dx ^ Qdy ^ Rdp -4" 
^^9 ec. supposte P ^ Q , R ^ S ec, funzioni di x , 
y 9 p ^q te» i così la sua variazione , fatto ^ x r=: o 
C210), sarà ^z=:my^R§^p^Sf^ ec. =jQPyH- 

217. Similmente per aver la variazione di Izdx^ 

essendo sempre z una funzione di x ^y ^ p ^ q ec. , 
si farà dx costante e avremo i®. t^z=: iifiy ^ 

^j^iC.il^Jìz4x=z9'fldxixiz}zsfQdx^y^ 
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fdR^y (toQ) = JJ^y ^fi^i^, e parimen. 
te f^^M. ss ~^^ — /^^^?>' = *^ --f Ì£^2 

J dx dx J ^ dx dx dx 

'^J ~di 5^ "ST "^ J ^x*^ ""• •^ 

dunque ft Ctdx^ Cdxt^yi fl^ — Hh ^— ec.) 

^AT ^ dx ^ 

Aliamoci a considerar q«ietta fornìuh . 

2iX. Osservo prtmieramente cht ella è compo* 

J^f^((>-^ ^ ce. ), e 



di una parte asioluta ^y ( fi •>— ec. ) •+- d^y { 5 — ec» ) 
«4« ec. Or ael caso del massimo o dèi rainimo per 
aver tutta la vatiazione ^H bisogna porre x=zet, 
neir intera formola (209) , ciò che di fatto eseguito 
neira sua part<» assoluta , ^y vi , indicherà la varia- 
* «ione delf ultinaa ordinata ED corrisipoodentc aii* 
ateista AEzaa : ma tal variazione essendo arbitra- 
ria si può soppore cefo (21^); dunque nei caso di 
xiisa tutu la parte assoluta i cui termini ton moL 
tiplrcatl p^r lyrsro, per ^rso «e • si annichi- 

lerà e avremo ia sola parto intcgraEit fdx^yi^'^ 

^-+-ec,)-3=ffl=2:o C«o5). 

219. In secondo Ittogo osservo che quest^olti» 
ftta espressione è la somma di ruice le v^ariasioni 
xhe nascono dalla variazione di ciascun valore di 
y; ma tutte posson cnandarsi a zero fuorché una 
(2i))i dunque la somma di esse si TÌchini a quella 

«dai 'fc si avrà dkf,f[ q^ « ^•+*ec,^'«3 o, owe- 



fo (J^-— ^-4-ec.i=o. Daf cfie si wccajlic i% 

che se ;( e solamente funzione di x ^y ^ nella for. 
mula di sopra p:5 =: ^(l^ + U^ -t- % ce. (217) $a. 
xà j)25io , ^==a, r=:o ec. , onde Rpp zszo.^ S^q 
^=zo ec. , e l'equazione ora trovata diverrà j^=:o^ 
;i^ che se' ;( sia fanzione di x , y ,f ^ nella fornoula 
stessa (it/) sarà 9=20 , r=ò ec. code «Sijf^ =9^ 

ce. , e )a nostra equazione diverrà Q ^^ -—^ rtsa/ 

e così di seguito. 

220. Ma rigmrdo a questa seconda conseguen^ 

za convien riflettere ohe feanarionr jD — rr- =z & ^ 

^ dx, 

n„^^^ ^ 7-TS=€r ce. soff sempre rfifferenzìali o^ 
dx àx* 

del prinoo o di altri ordini pia ekvati ; oncfe la loro^ 
rntegraztone esigenck) K aggiunta di una o più co- 
stanti arbitrarie, ('equazione tra x ed jr che sommi- 
nistra i^ massimo o il minimio^non sarà interamente 
determinata , e si avranno unti massinai o minimi 
'«|uanti sono i vàkn'f c^e possono darsi a ciascuns|t 
costante . P«r fissar dunque in tali casi il veto mas- 
simo o aiìnitao , sr ricorre alla parte assoluta dtilar 

dS 

loripula variata cioè a fi'y f It .— ^ -f. ce. ) ^^ dfiy ( S 

— ec. ): -4- ec. = o (218) , che attesa la variazione 
arbitrafria /y(«i3)r non pnò generalmente andare a 
zero se non vi vada ciascun sua termine ^ e sia? 

Agi 

l^erciò iJj>(JR— -r--f- ec.jaso, //jJy(5— - ec.)=:o 

aX 

ec. , ovvero Jl — — -f- ec. = o , 5 — ec. ::==: o , ec.^ 

dx 

sempre nella supposizione di xr=:ii(ai8): ciò de. 
termina le costanti e quindi il cercato massimo cf 
mipiaiQ» cproe vedremo. 



164 

22 f» Troviamo ofa la Variaiion^ di JtJx t)iiaii* 
do z concieae aon solo »,y.,pjq ce. ma anche uti 

integrale.y q>dx C209) . SiaJ <f>dx == f e avremo L ^t 

t=JiJidx=JlldxJÌy+jR'Jfi^^ 

di più essendo z funzìooe di r^ jr^y^^.f ce. « sup. 
posta f^ una funzione come z » verrà II. fiz =x F^r 

H- Qjy -h -f^ H- - f^ «e. 4 che sostitocodo il 



valor della I. . divìztìt Jiz = vfo^dxjìy -4- pfsfd^^ 
J$idx=s^fzd:i (312); dunque $'Jzdxi:!s ..* 

/( VJx f jZMy ") -t f( VJx JR'Sy )-+-/( VÀx 

ce. Fer liberat ìa formula dal segno integrala 
tnoltiplicato , ' pongo Viie =±r iejit onde 

fi VàKjq^àx^i ) -àz fiiK tq^àx^y) == iLj^Hix^y 
^jKQ^dx^y JlvdxjR'd^) ^Jl àKJ^^i^y ) ^. 
KfR'^y^fKR'd^ .fi Vdxr-^)=t 

dunque ^ fzàx /s=. K fdic ( Q'^ -f- ^-^ -f- 

A/ ) ^4. (^-jfs')0^ CC-] , ove posson farsi le 

riduzioni di sopra (117). 

222. Qjuasi nel modo stesso potrebbe aversi la 

variazione di J zdx quando z contiene più integrali ' 



jf^dXf l^'dx ^Q.\ c generalmente quando è daU 
da uo* equazion differenziale di qualunque ordine ; 
potrebbe anche indagarsi la variazione di jidx o di 

jz ì}aaclc)ò :i non Iòssé cì5stàntb còme lo abbiamo 

supposto di sopra ^ e fino introdursi in qdesto Cai. 
colo le differenze parziali che ne forn^ano un nuovo 
ramor ma tali ricerche sarebbero inutili alla presen. 
te nostra intenzione di terminar questo Libro con 
alcune più semplici 6 più elementari applicazioni 
deir e^t^osta dottrina i 

Probl'. I. Tra tutte le curv^ riferite ad una 

ittsst ascissa determinar quella id cui fidx :=t 

/ Cg^ ^^y^)ydx è un massittìo o lin minimo* 

Sizvtk zdoC':=z(gX'^y^)ydx,zz±:(^x^v^)j^ 
fe ^?==s:C^x-.3y^)^;;(2I^)==^^;;^-/^^/)^-%ec. 
(117); dunque Q^zzzgx — jy-, R=:o^ S=zo ec? 
ma dee esser "5.=: o( 1^19. 1?); dunque ^i^— 3>^ = al 

ovvero y^ =^^f equazione alla parabola. Sostituito 
il valor di yz=s^^^ nella formula f {gxr^y^)yi^^ 

dulia quando jl:=±o, ed if ud massimo o unminimd 
quando ^ic^af. Per distinguere qdal dei due abbit 
qui luogo , prendo iti véce della parabola un' altra 
linea qualunque (209)» per esempio la lin<a retta 
Coincidente con V asse onfde sia y* = o ^ e trovo che 
y=S£0 riduce la data formula a 2erò , mentre y =s 

V^- la riduceva a t£Lé Y^-^ {> o^ dùnque ti ha qui 

I , Mi 

un massimo . . 



II. Trorar la corva in coi /«<^*==/<Mf*** 

— *5/V^"^?^*y**' 3^)^*^* ^ "" massimo o uà 
ibìoìbìo . 

Dunque %z z=z[g''x^^i^X'^g^y'' — jV/) i5(5y 

y4. «, ( yi _^i H-^ jr ) ( gx - y* ) , e perciò sod- 
disfanno al quesito due parabole dell eqvatzKSni t 
y^=:g(g — X), 11. y^=:gx. Per sapere quale 
delle due dia il massimo , supporrò x infinitesima , iì 
che riduce h 1. ad 75=:^> valore che posto nclfo 

forniisla da(», h cangia ìvìfig^dx^tùttììxt sostituen. 

dovi y= ^ t^ P"*® ^^^^^ ^'- » *' hz t — iog^xdx 
ygx: ma fatto, come. sopra, y=:o, la formula 
va a acro e f2g^dx^ o laddove /— leg^xdn 

^ gx ^ o;. dunque h L dà ur massimo , la IL ufi" 
teinimo • 

IH. Qual* e la curva in cui t ^dx == - . ^ .. ^ 

/y dx ^dy ^ ^^ massimo o un minimo T 
y . 

Poiché ^^ 5= > , vtiT)tV(dx^^dy^)^dx 

g4y^ndp)^^^44Ìrr'-^^^^ 

dunque P = o , O = "" V V ' •+•* / , iJ =: . . . . 
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, ^ ,V r< i ^poiché dee qui aversi 9*^^^— ^ 
(ii9,a^.), sarà {lpdx(^z=ifldy\zfs.pdK: ma ce 



«efido Pc=«, vtcoe d^zszi^dy 'J^Rdp'szpdJi^ 

Ti ^/ ; dunque integrando ^ ;(( =: V — --^ )s5sfi? 

ai ^ 



tanto se si faccia C =: ; — , avremo m zrzy ( i «(• 

equazione ad una cicloide (55) il cui circolo geoù 
tare ha per diametro m . La riduco a ^jc ss 

d y\/ — :? — =: ^ — ^ y ,^ ed ifitegrandola ottengo 

con che abbiamo le due costanti arbitrarie m ^ C • 

Per determinale faccio R^^ .^=;o (220)^ cioè 

dx ^ 

RCzc -2 _ )=so perchè qui ^=:o. e vie^ 

ne |> r= o sr V — — ^ e perciò ^ c=s « • quindi 1* e» 

4]uazione integrata, postovi yzszm td xzzzaX^ìo)^ 
diverrà a ^=2 are* tem^. im-^C: ma essendo m ìì 
diametro, are. senv, m è evidentemente la semicir* 
conferenza niK; dunque C=tf— •mir; di più se 
quando xs=:o si vuoie^anche yzs:o^ l'equazione 
integrata si cangierà in 0^zza^^ mx e sarà ms= 

~ . Del resto « si ha qm un minimo ; poiché la da* 
ta formula , sostituito il valor di f» s=s V « ^^* 

y 

venta 1 dx\f—. da cui • facentio al solito > csrOn 
' J , ¥ 

viene un iafiaicamente grande • 

IV. Tra tutte le curve isoperimetre trovar quel- 
la in cui Parea (ydic (132) è un massimo o un 

nummo • 



m6$ 
Giacché V espressione della lunghezza d' un n^ 

eoe {ii6)J^Vidx^^dy^)zz=:J^dxy/{i^p^) 

(III.) e questa per la natura degli isoperimctri non 

▼liria , avremo ^ f ioi\/ [i -^ f^ ]zszoi ma anche 

f I ydx^zo (209) ; dunque il probIc<na si ridur- 
rà a trovar la curva in cui fzdx:=i fy^^] + 

/^^« \^( I -t-^*) è un massimo o un mìnimo, 

moltiplicata per g costante Tespression delParco on« 
de sieno omogenee le due integrali. Si avrà pertan- 
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e 



onde j^= I , fi = ^^ ^ , O — ^r = cr ; 

ripetuto il raziocinio del passato problcoiA» verta 

W[g^^(C^y )^i dyjC^y ) . 

dunque integrando , Jir = V [^* ■ — ( C — y )^ } -+-(U , 
cioè (C-^y ^^ =^* — - ( ^ — C^ )^ , equazione al 
circolo , in cui le costanti g %G ^ C^ H deterraine^ 
ranno come sopra (III) avvertendo di più che la 
lunghezza della curva può supporsi data: ed e chia« 
ro che il radicale portando il doppio seguo, e 
perciò potendo descriversi il circolo onde rivolga 
all'ascissa o la concavità o la convessità, avremo 
un massimo nel primo caso, un minimo' nel se* 
condo . • ^ 

V. Tra tutte le cuìvc isopcrimetre trovair 
quella il cui solido . di rivoluziono ha la massima 
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mliìima superficie zn /y \^C^^*"H^y*^) (t44)» 

Trascurata 2jr che è un numero cose^Mite e fat« 
ta y/idx^ -f*^ dy^ ) =:: J AT /( i -h |>* ) , dovrk- es^ 

sere, come aeir antecedente problema, fzdx::=s^ 

fydx\/C^'+^P^)'+- fgdx \^Ct^i^p^y unvmasi 
$imo o un*mÌQÌmo; cfonque «.ss^fj^-f-^) V(«H-:?*)f 

»,=ey.v«-c<.-i-?')-i-^^±:i:!^. onde a=: 

fatto- il' solito- raziocinio , »(=s(y-+»|' ) ^{i-f-p* ) ) 

-— — : — K — T^T^t equazione alla curva volgarmente 

detta la Catenaria perchè una catena flessibilissima 
se sia sospesa per le sue estremità , si con&>rmi in 
quesu curva • £ qui pure atteso il < dóppio • segno * 
che competerai radicale, si; avrà un nussimo quan- 
do la curva- rivolga la concavità all'asse, ed un mi* 
tm(y quando* gli volga la^ convessità |. 
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